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Enoncés 1

Suites et séries de fonctions

Suites de fonctions

Exercice 1 [o00868] [correction]
Etablir que la limite simple d’une suite de fonctions de I vers R convexes est
convexe.

Exercice 2 [00885] [correction]

Soient (f,,) une suite de fonctions convergeant uniformément vers une fonction f
et g une fonction uniformément continue. Montrer que (g o f,,) converge
uniformément.

Exercice 3 [00884] [correction]
Soient (f,) et (g,) deux suites de fonctions convergeant uniformément vers des
fonctions f et g supposées bornées. Montrer que (f,g,) converge uniformément

vers fg.

Exercice 4 [00878] [correction]
Soit (f,,) une suite de fonctions réelles continues et définies sur [a,b]. On suppose
que f, converge uniformément vers une fonction f.

Montrer que inf f,, — inf f.
E [a,b]f [a7b]f

Exercice 5 [00879] [correction]

On suppose qu’une suite de fonctions (f,,) de [a,b] vers R converge uniformément
vers f : [a,b] = R continue et on considére une suite (z,) d’éléments de [a, b]
convergeant vers z. Montrer

folan) = f(z)

Exercice 6 [00886] [correction]
Montrer que la limite uniforme d’une suite de fonctions uniformément continues
est elleeméme uniformément continue.

Exercice 7 [00880] [correction]

Soit f,, : [0,1] — R continue. On suppose que (f,) converge uniformément sur
[0,1].

Montrer que la suite (f,,) convergence uniformément sur [0, 1].

Exercice 8 X MP [ 02969 ] [correction]

Soit I un intervalle ouvert ; soit pour n € N, f,, : I — R une fonction convexe. On
suppose que (f,) converge simplement. Montrer que (f,,) converge uniformément
sur tout segment inclus dans I.

Exercice 9 [00888] [correction]
Soit f,, : [0,1] — R décroissante et continue telle que f, ﬁ 0. Montrer que la

convergence est uniforme.

Exercice 10 [o00ss89] [correction]

[Théoréme de Dini]

Soient des fonctions f), : [a,b] — R continues telles que la suite de fonctions (fy,)
converge simplement vers la fonction nulle.

On suppose que pour tout x € [a, b], la suite réelle (f,(x)) est décroissante. On
désire montrer que la convergence de la suite (f,,) est uniforme.

a) Justifier 'existence de

il

b) Justifier que pour tout n € N, il existe x,, € [a,b] tel que || fn|l o = fu(zn).
¢) En observant que pour tout p < n,

fa(n) < fp(n)

montrer que ||f,| ., — 0 et conclure.

Exercice 11 [00894] [correction)]

Soient f : R — R une fonction continue et (P,) une suite de fonctions
polynomiales convergeant uniformément vers f.

a) Justifier qu'il existe un entier naturel N tel que pour tout n supérieur ou égal a
N, on ait pour tout réel z, |P,(x) — Py(z)] < 1.

Que peut-on en déduire quant au degré des fonctions polynémes P, — Py lorsque
n>N?

b) Conclure que f est nécessairement une fonction polynomiale.
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Exercice 12 Centrale MP [ 02489 ] [correction]
a) Simplifier avec un logiciel de calcul formel

i <Z> (X - z>2X’“(1 _ X))k

k=0

Pour f:]0,1] = C et n € N, on pose

By(f) = ki_o <Z>f (i) Xk - x)nk

b) On suppose [ k-lipschitzienne avec k > 0.

Montrer que B, (f) converge uniformément vers f sur [0, 1].

c¢) On suppose f de classe C! et f’ k-lipschitzienne sur [0, 1].

Montrer que B, (f)" converge uniformément vers f’. Indication : Utiliser

anl(f/) - Bn(f)/-

Etude de la convergence d’une suite de fonctions

Exercice 13 [ 00881 ] [correction]
Soient « € R et f,, : [0,1] — R définie par

folz) =n%2(l — )"

a) Etudier la limite simple de (f,,).
b) Pour quels @ € R, y a-t-il convergence uniforme ?

Exercice 14 [00869 ] [correction]

Soit fp, : R — R définie par f,(z) = /22 + 1/n.

Montrer que chaque f,, est C! et que la suite (f,,) converge uniformément sur R
vers une fonction f qui n’est pas de classe C'.

Exercice 15 [oo0s871 ] [correction]
On pose f(x) = 2" Inx avec x € ]0,1] et f,(0) = 0.
Etudier la convergence uniforme de la suite de fonctions (f,) sur [0, 1].

Exercice 16 [oos72] [correction]
Etudier la convergence uniforme de f, : [0,400] — R définie par f,(z) =

T
n(l4+zn) "

Exercice 17 [o00s870] [correction]

On pose f,(z) = e " sin(nz) avec x € RT.

Etudier la convergence uniforme de la suite de fonctions (f,,) sur RT puis sur
[a, +o0[ avec a > 0.

Exercice 18 [00873] [correction]
On pose fn(z) = nz?e™"* avec z € RT.
Etudier la convergence uniforme de (f,,) sur RT puis sur [a, +oo[ avec a > 0.

Exercice 19 [o00s874] [correction]

On pose f,(z) = W avec x € R.
Etudier la convergence uniforme de (f,,) sur R puis sur |—oo, —a] U [a, +00[ avec

a > 0.

Exercice 20 [o00s875] [correction)]
On pose fp(z) = z?sin -1 pour z > 0 et f,(0) = 0.
Etudier la convergence uniforme de (f,,) sur R* puis sur [—a,a] avec a > 0.

Exercice 21 [ 00890 ] [correction)]
Soit f, : R* — R définie par f,(z) = (1+2) "
a) Etudier la limite simple de (f,,) et montrer que

Vz € RJra fn(z) > lim fn(z)

b) En partant de ’encadrement suivant valable pour tout ¢ € R,

t2
t—Egln(1+t)<t

justifier que la suite (f,,) converge uniformément sur tout intervalle [0,a] (avec
a > 0).
¢) Etablir qu’en fait, la suite de fonctions (f,,) converge uniformément sur R¥.

Exercice 22 [ 00892 ] [correction]
Soit fp : [0,1] — R définie par

f(x) =n2x(1 —nx) siz €[0,1/n] et f(x) = 0 sinon
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a) Etudier la limite simple de la suite (f,,).

b) Calculer
1
/ fa(t)dt
0

Y a-t-il convergence uniforme de la suite de fonction (f,,)?
¢) Etudier la convergence uniforme sur [a, 1] avec a > 0.

Exercice 23 [oo0s891 ] [correction]
Pour z € [0,7/2], on pose fp(x) = nsinx cos™ .
a) Déterminer la limite simple de la suite de fonctions (fy,).

b) Calculer I,, = /2 fn(x)dx. La suite (f,,) converge-t-elle uniformément ?

0

¢) Justifier qu’il y a convergence uniforme sur tout segment inclus dans ]0, 7w/2].

Exercice 24 Mines-Ponts MP [ 02830 ] [correction]

On pose, pour z > 0,
1

(1t z)i 1/

Etudier la convergence simple puis uniforme de la suite de fonctions (f,)pen+-

fo(z) =

Exercice 25 X MP [02972] [correction]
Soit, pour n € N, f,, la fonction définie sur RT par : f,(z) = (1 —2/n)" si
x € [0,n] et fn(x) =0 siz > n. Etudier le mode de convergence de (fy,).

Exercice 26 [ 00876 ] [correction]
On pose fn(x) = Hi% pour z € R.
Sur quels intervalles y a-t-il convergence uniforme ?

Exercice 27 [o00877] [correction]
On pose f,(z) = 4"(2%" — 22""") pour z € [0, 1].
Sur quels intervalles y a-t-il convergence uniforme ?

Exercice 28 [o00s8s83] [correction)]
Soit f, : RT — R définie par f,(z) =z + 1/n. Montrer que (f,) converge
uniformément mais pas (f?).

Exercice 29 [o0ss87] [correction]

Soit f : R — R une fonction deux fois dérivable de dérivée seconde bornée.
Montrer que la suite des fonctions g, : © — n (f(z + 1/n) — f(z)) converge
uniformément vers f.

Exercice 30 Mines-Ponts MP [ 02831 ] [correction]
Soit f:]0,1] — [0,1] donnée par f(z) = 22(1 — x). Etudier la convergence de (f,)
ou f, est l'itéré neme de f.

Exercice 31 [ 02860 ] [correction]

Soit (fy,) la suite de fonction définie sur Rt par fo(z) =z et fr11(z) =
pour n € N.

Etudier la convergence simple et uniforme de la suite (f,,)n>0 sur R*.

z
2+ fn(2)

Application des suites de fonctions

Exercice 32 [00893] [correction)]
On définit (f,) suite de fonctions de [0, 1] vers R par

fo(@)=1letVneN, foi1(z) =1+ /ff fo(t —t2)dt
0

a) Montrer que pour tout z € [0, 1],

xn-&-l
< — <
O\fnJrl(fL') fn(x) ~ (n_|_1)!
b) En déduire que pour n,p € N,
+o00 1
[ frtp — fall oo < Z T
k=n-+1

c¢) Etablir que pour tout z € [0, 1], la suite numérique (f,(x)) est de Cauchy.
d) Etablir que (f,,) converge uniformément vers une fonction f non nulle vérifiant

fl(x) = flz —2?)
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Exercice 33 X MP [02970] [correction]

On note F l’ensemble des fonctions f:[0,1] — R* continues.

On pose (f fo v/ f(t)dt, pour toute f € E.

On pose fo = 1 puls fn+1 (fn) pour tout n € N.

a) Etudier la suite (fy,).

b) Soit f = lim(f,). Trouvez une équation différentielle dont f est solution. Y
a-t-il unicité de la solution nulle en 07

Séries de fonctions

Exercice 34 [00896] [correction]
Etudier la convergence simple, uniforme et normale de la série des fonctions
fulx) = j)g avecn > 1et x € R.

Exercice 35 [00895] [correction]
Etudier la convergence simple, uniforme et normale de la série des fonctions
fulz) = 2+x2 avecn > letz e R.

Exercice 36 [00897 ] [correction]

On note y; la fonction caractéristique d’un intervalle I : xj(z) =1siz € 1,0
sinon.

Etudier la convergence simple, uniforme et normale de la série des fonctions

1

un(x) = n+ 1X[n n+1[( )

sur [0, +o0l.

Exercice 37 Mines-Ponts MP [ 02838 ] [correction]
Soient a € R et sin € N,

€[0,1]—n%"(1—2)€R

Etudier le mode convergence de la suite de fonctions (u,,), puis de la série de
fonctions ) uy.

Exercice 38 [o008s2] [correction]

Soient f :[0,1] — R continue et f, : [0,1] — R définie par f,(z) = 2™ f(z).

a) Former une condition nécessaire et suffisante sur f pour que la suite de
fonction (f,,) converge uniformément sur [0, 1].

b) Montrer que la série de fonctions Y f,, converge uniformément sur [0, 1] si, et
seulement si, f(1) =0 et f dérivable en 1 avec f/'(1) = 0.

Exercice 39 Mines-Ponts MP [ 02839 ] [correction]

On pose ug(z) =1 et upq1(x fo un (t — t?) dt pour tout réel z € [0,1] et tout
entier naturel n. Montrer que la série de terme général u,, est normalement
convergente.

Exercice 40 Mines-Ponts MP [ 02833 ] [correction]

On note U 'ensemble des complexes de module 1 ; soit w un complexe de module
# 1. Exprimer une condition nécessaire et suffisante pour que la fonction z — ﬁ
soit limite uniforme sur U d’une suite de fonctions polynomiales.

Etude de fonction définie par la somme d’une série

Exercice 41 [00898] [correction}

Justifier I'existence de f(z) =1 + Z =t

Montrer que f est 1-périodique et qu ‘on a f (%) + f (&) = 2f(z) pour tout
z € R\Z.

Exercice 42 [ 00900 ] [correction]

Soit
=/ 1
¢<£):Z (n—x _n—|—m>

/Olw(x) dz

Justifier et calculer
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Exercice 43 [oo0901 ] [correction]
Pour x > 0, on pose

+oo 1
§(z) = Z n+n2x
n=1

a) Montrer que S est définie et continue sur RT*.
b) Etudier la monotonie de S.

¢)

d) Déterminer un équivalent & S en 0.

Exercice 44 [00902 ] [correction]

Sur I =]—1, 4+o00[, on pose
“+oo
1 1
S(x) = _
(I) ;n n-+x

a) Montrer que S est définie et continue sur I.
b) Etudier la monotonie de S.
¢) Calculer

S(x+1)—S(x)

d) Déterminer un équivalent de S(x) en —1%.
e) Etablir

T =

VneN,Sn)=>
k=1

f) En déduire un équivalent de S(x) en +oc.

Exercice 45 [00903] [correction]

Pour x > 0, on pose
S(x) = —_—
(@)=> >

n=0

a) Justifier que S est définie et de classe C! sur RT*.
b) Préciser le sens de variation de S.
c¢) Etablir
Ve >0,S(x+1)+S(x)=1/x

d) Donner un équivalent de S en 0.
e) Donner un équivalent de S en +oo.

Déterminer la limite en +o0o de S puis un équivalent de S en +oc0.

Exercice 46 [00904] [correction]

too L qyn
On pose S(t) = Y (1:-11:& pour ¢t > 0.

n=0
a) Justifier que S est définie et continue sur |0, +o00[.
b) Etudier la limite de S en +oo.
¢) Etablir que S est de classe C! sur ]0, +o0].

Exercice 47 [00139] [correction]
Pour ¢ > 0, on pose
—+oo
(=n"
S(t) =
(®) Z nt+1

n=0

Déterminer la limite de S(t) quand t — 0%.

Exercice 48 [00905] [correction]
On fixe @ > 0 et on pose fo,(z) =e ™ % et f(z) = 3 fulx).
n=0

a) Domaine de définition de f?
b) Continuité de f 7
c) Etudier lim f(x).

T—+00

Exercice 49 [ 00906 ] [correction)]
+oo

Soit f(z) = 3 e *V™,
n=1

a) Quel est le domaine de définition de f?

Etudier la continuité de f sur celui-ci.

b) Montrer que f est strictement décroissante.

¢) Etudier la limite de f en +oco.

d) Déterminer un équivalent simple de f(z) quand z — 0%.

Exercice 50 [00910] [correction]
Pour n > 1 et x € R, on pose

2
x
=(-1)"In(14+ ———5
(o) = (1 (14 )
a) Etudier la convergence uniforme de la série de fonctions Y w,,.
b) Déterminer la limite de sa somme en +00. On pourra exploiter la formule de
Stirling
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Exercice 51 [o0911 ] [correction]

On pose uy, (z) = (—=1)" 22" T2 In 2 pour x € ]0,1] et u, (0) = 0.

a) Calculer

+oo
n=0

b) Montrer que la série des u, converge uniformément sur [0, 1].

¢) En déduire I'égalité

1 o0 1
Inz (1)

dzr = T

/O 14 22 z Z(2n+1)2

n=0

Exercice 52 [o0912] [correction]
On rappelle que

n

+ooaj

Vr eR — =e"
D
n=0

et on pose pour z > 0,
+oo
(=D
Sy =Y U
|
— nl(z+n)
a) Justifier que S est définie et de classe C! sur RT*.
b) Préciser le sens de variation de S.
¢) Etablir que

zS(x) = S(x+1) = %

d) Donner un équivalent de S en +oo.
e) Donner un équivalent de S en 0.

Exercice 53 [00913] [correction)]
4o n

On pose S(z) = HZ:O kl:lo ﬁ pour x > 0.

a) Justifier que S est définie et continue sur ]0, +ool.
b) Former une relation liant S(x) et S(z + 1).

¢) Déterminer un équivalent de S(z) en +oo et en 0.

Exercice 54 [00914] [correction]
Pour tout n € N et tout z € R™, on pose f,(z) = th(z + n) — thn.

a) Etablir la convergence de la série de fonctions Y f,,.
+oo

b) Justifier que la fonction somme S = > f,, est continue et strictement

n=0
croissante sur Rt.

¢) Montrer que Vo € R*,S(z + 1) — S(z) = 1 — tha.
d) Etudier la convergence de S en +oc.

Exercice 55 [00915] [correction)]
Soit S(z) = > % avec z > 0.

n>1
a) Pour quelles valeurs de x dans R, S(x) est définie ?
b) Former une relation entre S(z) et S(1/z) pour x # 0.
c¢) Etudier la continuité de S sur [0, 1] puis sur |1, +o0].
d) Dresser le tableau de variation de S.

Exercice 56 [00916] [correction]
_ oyt e

Pour tout z € R\ {—1} et n € N* on pose u,(r) = *—— 7.

+oo
a) Justifier que la fonction f:x — Y wun,(x) est définie sur R\ {—1}.

n=1

+oo n—1
b) Etablir que pour tout = # 0, f(z) + f(1/x) = > 4(*171 _
n=1

c¢) Etablir que f est continue sur |—1, 1] puis que f est continue sur |—oo, —1[ et

11,400l
d) Etablir la continuité de f en 1.

Exercice 57 [00917] [correction)]
Déterminer la limite de

Exercice 58 [00918] [correction)]
n
Montrer que pour tout « > 0, > (1 — %

k=0 n—-+oo
On pourra exploiter le théoréme d’ interversion limite/somme infinie.

)TLCE e

ex—1°
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Exercice 59 [00919] [correction]
Montrer, par une interversion série-limite que, pour tout z € C

1+2) —— (2)
— expl(z
p p—r—+o0 P

Exercice 60 [00920] [correction]
+o0

On donne Yo € [0,1], 21 ﬁ =mde _ 1 (prolongée par continuité en 0).
=
+o0
En intégrant sur [0, 1], en déduire la valeur de [] (1+ )
n=1

Exercice 61 Centrale MP [ 02480 ] [correction]

“+o00
a) Déterminer le domaine de définition réel de f:ar— > e=@' "
n=0
b) Détermi li t 1 .
) Déterminer Jim af(a) e Jm f(a)
Exercice 62 Mines-Ponts MP [ 02835 ] [correction]
Sixz > 0etneN* soit
n*n!
fu(@) = 57—
I (z+k)
k=0
a) Montrer lexistence de I'(z) = lirf fn(x).
n—-+0o0
b) Montrer
+oo
x x
InT(z) = —Inx — (2-m(1+3))
nl'(z) nr—vyxr+ ; ~—ln + -

¢) Montrer que I' est une fonction de classe C*.

Exercice 63 Mines-Ponts MP [ 02836 ] [correction]

Soit o un réel. Pour tout entier n > 0 et tout réel x, on pose
nre "™

Up () = ———

n(@) n?+1

On note I le domaine de définition de

S:xHZun(x)

n=0

a) Déterminer I.

b) Montrer que S est continue sur RT*.
c¢) A-t-on convergence normale sur RT ?
d) On suppose « > 2. Montrer que

o

Z ug(1/n)

k=n-+1

ne tend pas vers 0 quand n tend vers +o0o. La convergence est-elle uniforme sur I ?
e) Etudier la continuité de S sur 1.

Exercice 64 Mines-Ponts MP [ 02837 ] [correction]

On pose
+oo n
S =
(@) nz::o 1+ 27

Etudier le domaine de définition, la continuité, la dérivabilité de S. Donner un
équation équivalent de S en O et en 17.

Exercice 65 X MP [02971] [correction]
Soit des suites réelles (a,) et (x,) avec a, > 0 pour tout n.
On suppose que la série de terme général a,, (1 + |x,|) converge.

o0
Onpose f:R—=R, 2+ Y aylz—zy).

n=0
Etudier la continuité et la dérivabilité de f.

Exercice 66 X MP [ 02973 ] [correction]

Trouver les fonctions f € C ([0,1],R) telles que : Vz € [0,1], f(z) = fa”

+
8
3

3
Il
_

Exercice 67 X MP [o02974] [correction]
“+o0
a) Etudier la convergence de la série de fonctions > (x —n)~2 pour z € R\Z.
b) Soit un réel ¢ > 2. Soit f une fonction continue ae R dans R telle que, pour
tout x réel, f (%) + f (%5L) = ¢f (). Montrer que f = 0.
+oo 2

¢) Montrer que pour tout  réel non entier, > (z—n)"?= 5.

n=—oo
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Exercice 68 Centrale MP [o2112] [correction]
On pose, pour x € Rt et pour n € N* :

i)
o\ 2T
1.a) Démontrer que pour tout € R*, la suite (P,(x)), oy« est convergente, de
limite strictement positive. On note P(z) cette limite.
1.b) Tracer sur [0, 20], le graphe de quelques fonctions PB,.
2.a) Démontrer que P est une fonction de classe C! sur R*.
2.b) Etudier le sens de variation de P sur R ainsi que Pexistence de limite de P
en +oo.
3.a) Calculer P(25) pour tout entier naturel j. Confirmer le résultat avec le
logiciel de calcul formel (on rappelle que la fonction T' est définie sur R™ par
D(z) = [ le ! dt)
3.b) P est-elle intégrable sur R* ?

Exercice 69 Mines-Ponts MP [ 03203 ] [correction]
Définition, continuité et dérivabilité de

T
Sz _
v nz::l n(l + n2z2)

Fonction zéta et zéta alternée

Exercice 70 [00907 ] [correction]
On pose

+o00

@)=

n=1
a) Montrer que la fonction ¢ est définie et de classe C* sur |1, 4+o0].
b) Etudier monotonie et convexité de la fonction (.
¢) Déterminer la limite de la fonction ¢ en +oc.
d) Déterminer un équivalent de la fonction ¢ en 17.
e) En exploitant I'inégalité de Cauchy-Schwarz établir que = — In({(z)) est
convexe.

Exercice 71 Mines-Ponts MP [ 02834 ] [correction]
Siz > 1, on pose
+oo
1
() = ne
n=1
a) Quelle est la limite de ((z) quand = — 400 ?

b) Pour quels réels x la série > %x" converge-t-elle ?
c) Si

4o
F(z) = ZQ

montrer que F est continue sur [—1, 1] et de classe C! sur |—1,1].
d) Donner une expression plus simple de F(x)

Exercice 72 [ 00899 ] [correction]

+oo n—1
Soient ((z) = 3. & et (o(x) = Z e

n=1
a) Déterminer les domaines de deﬁnltlon des fonctions ¢ et (o.
b) Justifier que les fonctions ¢ et (5 sont continues.
c) Etablir la relation (a(z) = (1 — 217%)((x) pour tout z > 1.

Exercice 73 [ 00908 ] [correction)]
On pose

Montrer que la fonction ¢, est définie et de classe C* sur ]0, 4+o0].

Exercice 74 [00909 ] [correction)]
On pose

+00 (_

Montrer que (> est définie et de classe C* sur |0, +o0].
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Théoreme de convergence dominée

Exercice 75 [00921 ] [correction]

Calculer les limites des suites dont les termes généraux sont les suivants :

w/4
a) U, = / tan"™ x dz
0

“+o0 d
b)’un:/ o Im
0 " +e

Exercice 76 [ 00746 ] [correction]

Calculer les limites des suites dont les termes généraux sont les suivants :

a) un = [i°7 S dab) up = [ ) wn = [ S

Exercice 77 [00922] [correction]
Etudier

lim (1 + E) e 2 dg
n—-+oo 0 n

Exercice 78 [00923] [correction]
Déterminer un équivalent de

/On,/1+(1z)"dx

Exercice 79 [00924 ] [correction]
Soit f : RT — R continue et bornée.
Déterminer la limite quand n — +oo de

+oo
[,
o l+n2z?

Exercice 80 [00925] [correction]
Soit f:RT — RT continue et intégrable.
Déterminer la limite quand n — +oo de

1
o [0t
o 1+t

Exercice 81 Centrale MP [ 00926 ] [correction)]

Calculer
+oo

lim e 'sin”(t)dt

n—oo 0

Exercice 82 [00927] [correction]

Etablir que
400 t2 -n +oo 5
/ <1+) dt —— e U dt
n

oo n—-+oo oo

Exercice 83 [03013] [correction]
Existence et calcul de

Indice : utiliser une suite de fonctions judicieuse.

Exercice 84 Centrale MP - Mines-Ponts MP [ 02435 ] [correction)]

Etudier la limite de

/ ey ar

ou f:[0,1] — R est continue.

Exercice 85 Mines-Ponts MP [ 02862 ] [correction]

Calculer
+oo n!

lim - dx
Tl ] (k)
k=1

Exercice 86 X MP [ 02949 ] [correction]
Etudier la limite quand n — +oo de

(1)

k=1
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Exercice 87 X MP [02082] [correction]

Déterminer

n T n?
lim (cos 7) dx
0

n—-+4oo n

Exercice 88 Mines-Ponts PC [ 00150 ] [correction]
Soit f € CO(RT,R*) bornée. On pose, pour n € N,

+o0o
I, = / nf(t)e "t dt
0

Déterminer la limite de I,, quand n — +o0.

Exercice 89 X MP [03159] [correction]

Soit F' une application continue décroissante de R dans R, tendant vers 1 en —co
et vers 0 en +o00. Soient deux réels h et § vérifiant 0 < h < 4.

a) Déterminer la limite éventuelle de

I, = /OlF(\/ﬁ(ét— h)) dt
b) On pose o -
- Er (a5 )

Déterminer un équivalent de S,, lorsque n tend vers +oo.

Exercice 90 CCP MP [03204] [correction]
Montrer

—X

+o0 —+o0 e
. — n
lim n e dx= —dx
n—4oo 1 1 x

Intégration terme a terme d’une série de fonctions

Exercice 91 [o00928] [correction]

Montrer que
too g =1
dt = —
/0 et —1 z:: n?

Exercice 92 [00929] [correction]

Etablir que
1 +o0 n—1
1 _
/ nt gt — (-1)
o 1412 Z(2n+1)2

n=0

Exercice 93 [ 00930 ] [correction]

1 arcte oo
Etablir que [, 2<tnt df = -
n=0

(—1)"
(2n+1)2"
Cette valeur est appelée constante de Catalan, elle vaut approximativement 0, 916.

Exercice 94 [ 00931 ] [correction]

a) Etablir que
'In(1 A D
[
0 t n

n=1

b) Calculer cette somme sachant

==
—n 6

Exercice 95 [00932] [correction]

Etablir
Lde X1

x® nn"
0 n=1

Exercice 96 Mines-Ponts MP - CCP MP {00933 ] [correction]

Etablir N
1 00 —1
(=1)"

$d —
| amde =3

n=1

Exercice 97 [00934 ] [correction]
Etablir que pour p > 2,

1 +oo
(Inz)P 1
dz = (-1)Pp!
/0 1-z " (=17 7; npt+l
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Exercice 98 [00935] [correction]
Déterminer la limite quand n — 400 de

1 +o0 —z/n
,/ I
nJty 1+4cos?x

Exercice 99 Centrale MP [ 00939 ] [correction]
Soient o > 0, n € N. On pose

/2
up (@) = /0 (sint)*(cost)™ dt

a) Nature de la série de terme général u,(1).

b) Plus généralement, nature de la série de terme général u, («).

¢) Calculer Y uy(«) pour a = 2,3.

n=1

Exercice 100 [ 00940 ] [correction]

Etablir que
+oo

+oo s
sint 1
dt =
/0 ol — 1 Zn2+1

Exercice 101 [00941 ] [correction]
Etablir que pour tout z > 0

1 +oo
z—1,_—t _ (_1)77.
/Ot ¢ dt_zn!(m-i-n)

n=0

Exercice 102 [00943 ] [correction]

Calculer, pour n € Z,
2 in®
I, = / ]
0 2+e?

Exercice 103 Centrale MP [ 02439 ] [correction]
Soient a € C, |a| # 1 et n € Z. Calculer

2T eint
0

Exercice 104 [o02641 ] [correction]
n désigne un entier naturel non nul.

a) Justifier que l'intégrale
+oo n2 o 1,2
SEpIvAC
o (n®+2?)

est définie.
b) Soit a > 0. Calculer

a a2 .2
/27‘195
o (n?*+a?)?
+oo n2—1‘2
/ PRI
0 (n? + 22)
+ZOO/+O<: n? — z2 "
n2+:c2

¢) Soit a > 0. Montrer que la série

En déduire la valeur de

puis de

2 (0?4 22)?

converge uniformément sur [0, a], puis que

a to© +o00 a
/ Z n2+x2 Zm

n=1

d) En exploitant une comparaison série-intégrale, déterminer

+oo
. a
m > s
a—+00 n<+a
n=1

e) En déduire que l'intégrale

/+oo +i:°<> n? — x2 "
0 n:1 (n2 I x2)2

est convergente et donner sa valeur.
Comparer avec le résultat obtenu en b). Qu’en conclure ?
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Exercice 105 Centrale MP [ 02438 ] [correction] Exercice 108 Centrale MP [02479 ] [correction]

a) Démontrer la convergence de la série de terme général Soit pour ¢ € R, f(t) = +z°:°

_1
ti4nt”
n=1

ay = ﬂ' a) Donner le domaine de définition de f.
n" b) La fonction f est-elle continue ? de classe C* ?
b) Comparer c¢) Calculer, avec un logiciel de calcul formel f0+oo 1j:’i4.
+o0 d) Donner un équivalent de f en +oo.
an et n t"e " dt 1o Cqym 1
" /0 e) Montrer que Zo (47:,21 =/, 1i§4.
e

¢) En déduire :

= Too o et

Z a, = / s dt Exercice 109 Centrale MP [ 02485 ] [correction]

n=1 0 (1 - te ) SOit

B — (Bn+1)(2n+1)
Exercice 106 Centrale MP [ 02445 ] [correction]

5. . 2 B , .
On pose a) Montrer qu’il existe (a,b) € Q° que Pon déterminera tel que

1
1 Lod
I:/ dt S:/ib
"o 14tm “Jy Tre T

b) Calculer S & I'aide d’un logiciel de calcul formel.

pour tout entier n > 0.
a) Trouver la limite ¢ de (I,,).
b) Donner un équivalent de (¢ — I,,).

¢) Justifier Exercice 110 Centrale MP [ 02488 ] [correction]
UIn(1 4 ) X (—1)k Soit a € QN 0, 2[ avec a # 1.
— = dy = Z 12 On pose
o Y = (k+1) , /1 (1 —a)"
n(a) = x
d) Donner un développement asymptotique a trois termes de (Ip,). (@ o (I—=(1—a)x)+t

a) Justifier I'existence de I, (a).
b) Calculer, avec Maple, I,,(a) pour a € {1/5,1/4,1/3,1/2} et pour

Exercice 107 Centrale MP [ 02474 ] [correction] n€{1,2,...,10}.
, no Etablir une conjecture.

a) Montrer que pour tout n € N*, )= S~ | et — ] est intégrable sur too N

) duep fn(t) = g pzz:o p! & ¢) Montrer que pour tout n € N* on a I,,(a) = Y ay (1 — a)? ol les a, , sont &
R** détermi p=0

: éterminer.

Soit u,, cette intégrale. On pourra utiliser
b) A Paide du logiciel de calcul fourni, calculer u,, pour 1 < n < 10, puis effectuer 1 nlm!
une conjecture sur 'expression de wu,,. /o ( ) ntm+ D)

¢) Montrer que on peut écrire u,, comme somme d’une série et utiliser ce résultat

pour démontrer la conjecture précédente. d) On pose

(X+1)...(X+n)
(X+n+1)...(X+2n+1)

Ry (X) =
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Décomposer R,, en éléments simples.
En déduire que pour tout n € N*, il existe des rationnels r,,(a) et g,(a) tels que
In(a) =1rp(a) + gn(a) Ina.

Exercice 111 Mines-Ponts MP [ 02807 [correction]
a) Pour (m,n) € N2, calculer fol 2™(1 —x)™dx.

+oo
Pour p € Z, montrer I'existence de S, = Y .
n=1 [ 2n
n

b) Calculer Sy et S_;.
c) Si p € N, proposer une méthode de calcul de Sy,.

Exercice 112 Mines-Ponts MP [ 02840 ] [correction)]

a) Si (s,\) € R™ x C, quelle est la nature de la série de terme général
m pour n > 07 A X fixé, on note Ay 'ensemble des s > 0 tels que la
série converge, et on note Fy(s) la somme de cette série.

b) Calculer lim  Fy(s).
s—rsup Ay

¢) Donner un équivalent de Fy(s) quand s — inf Aj.
d) Sin > 1, calculer : fol (1 —gy)s~tyndy.
e) En déduire une expression intégrale de F)(s).

Exercice 113 Mines-Ponts MP [ 02864 ] [correction]

Existence et calcul de .
Int
/O L

Le résultat est a exprimer a l'aide de ((2).

Exercice 114 Mines-Ponts MP [ 02866 ] [correction]
Soit (an)n>0 une suite bornée. Calculer

+oo +oo P
. —2t v
ngr_{loo ; e g ap ol dt

p=n

Exercice 115 Mines-Ponts MP [ 02869 ] [correction]

+oo 1
Montrer que ) n~" = [t~ dt.
n=1

Exercice 116 Mines-Ponts MP [ 02870 ] [correction]

+oo
Six > 1, on pose ((z) = > L. Montrer :

n=1
+o0 too 1
/2 <C(x)_1)dx:,;m

Exercice 117 Centrale MP [ 03065 ] [correction]

L’objectif de cet exercice est de proposer un développement en série alternée du
nombre 7.

En utilisant votre logiciel de calcul formel :

a) Montrer que, pour n, m entiers naturels

nlm!
(m+n+1)!

1
/ (1 —t)™dt =
0

b) Montrer que

r=——T"T

/1 (1 —x)t doo 2
0 ].+IE2 7

En déduire
3958 3959

1260 =™ < 1260

¢) On note A(z) le quotient de z*(1 — x)* par 1 + 2% (on ne le calculera
explicitement que plus tard)
Montrer que

4 A(x)

2 4(1—x)4
1+ 1+%

En déduire que

1
Ly avec L = / A(z)z** (1 — z)** dz
0

d) Etablir que pour n entier naturel

"o(—=1)k 1 pd(n+1) (1 — 4)4(n+1)
(=b Ly + )\/ z ( z) dx
- 0

m =

P 4k 1+ 22

0



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] dD édité le 7 mars 2011

Enoncés 14

ou A est un réel dépendant de n que ’on exprimera.
e) Calculer A(x), Lo, L1 et proposer un encadrement du nombre 7.

Exercice 118 Mines-Ponts PC [ 00118 ] [correction]

Soit, pour n € N,
/2 - n
Uy, = / [COS (f sin x)} dx
O 2

a) Etudier la suite (uy)n>0-
b) Quelle est la nature de la série de terme général u,, ?

Exercice 119 [o03214 ] [correction]

Montrer que
+oo

v b>0/+oote_atdt_zl
@ "Jo 1—ebt (a +bn)?

n=0

Exercice 120 [ 03268 ] [correction]

Montrer
27 +oo
2w
2cosx
2Ty =y S
/o CT L

n=0

Exercice 121 Mines-Ponts MP [ 03287 ] [correction)]
Donner la nature de la série de terme général

—+o0
Uy = / e teos? tdt
0

Intégration terme a terme par convergence dominée

Exercice 122 [00936 ] [correction]
Montrer que, pour a > 0

Exercice 123 [00942 | [correction]
Pour tout a > 0, établir que

Exercice 124 Mines-Ponts MP [ 02863 ] [correction]
a) Etablir pour a,b > 0 I’égalité

1 -1 +oo
ta (_1)”
dt =
/O 1+4¢b Z a+ nb

n=0

b) Calculer

Exercice 125 [02437] [correction)]

Montrer N N
400 T —1)nr-1 o 1)1
[TELr ey
0 T nc A+t 2 n

n=

Exercice 126 Mines-Ponts MP [ 02867 ] [correction]
Soit (a,) une suite croissante de réels > 0 telle que a,, = +00.

Justifier
+o00 00 +oo (_1)n
—1)*e T dp =
| eyemra =y S

n=0 n=0
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Corrections

Exercice 1 : [énoncé]

fnﬁf.Va,bel,V)\E[O,l] Vn €N, fn(/\cH—(l—)\)b) An(a +( — ) fn(b)
donc & la limite quand n — +oo, f(Aa+ (1 — A)b) < Af(a) + (1 .

Exercice 2 : [énoncé]

Ve >0,3a >0, |z —y| < a=lg(z) —g(y)| <e.

Pour n assez grand | f,(x) — f(x)| < « uniformément en x et alors
lg(frn(z)) — g(f(x))| < e d’ou la convergence uniforme de (g o f).

Exercice 3 : [énoncé]

[ frngn = falloe < I fullo llg9n — 9l
Il frn = flloo > llgn — gl = 0

+ lglloe I1fn = flloo

— 0 car || full o

= [[flls et

Exercice 4 : [énoncé]

Posons m,, = inf fn(t) = fn(tn) pour un certain ¢, € [a,b]. Montrons que

my, — m= mf f Notons que inf f = f(tx) pour un certain ts € [a,b] car f
a

te(a,b]
est continue puisque limite uniforme d’une suite de fonctions continues. Pour tout
e > 0, pour n assez grand, || f, — fll,, <& donc my, = fr(tn) = f(tn) —e>m —¢
et m = f(too) = fu(teo) — € = m, — e donc |m,, — m| < . Ainsi m,, — m.

Exercice 5 :
On a

[énoncé]

Soit € > 0. Il existe n; € N tel que

n =0, [ fa = flloo oy <€

et il existe no € N tel que
Vn = ng, |f(zn) — fz)| <€

car f(z,) — f(x) en vertu de la continuité de f.
Pour ng = max(ny,ns), on a

vn = no, | fu(zn) = f(2)] < 2¢

Exercice 6 : [énoncé]

Soit (f,) une suite de fonctions uniformément continue de I vers R convergeant
uniformément vers f: I — R.

Soit € > 0. Il existe n € N vérifiant || f — f,|| <e.

La fonction f,, étant uniformément continue, il existe o > 0 vérifiant :

Ve,y el |z —yl < a=|fulz) - fu(y)l <e
Or [f(z) = f(y)| < |f(@) — fu(@)] + |fn(2) = fn
Vo,y € L |z —yl < a=|f(z) = fy)] < 3.
Ainsi f est uniformément continue.

W)+ |fn(y) = f(y)| donc

Exercice 7 : [énoncé]

Il suffit d’observer que (f,(1)) converge. Par le criteére de Cauchy :
V€>0,E|N€N,Vp,q>N,pr fdlw oy <6

Par suite Yz € [0, 1], | fp(x) —
1fp(1) = fo(D] < e

La suite réelle (f,(1)) est de Cauchy et donc elle converge.

fq(2)] <5etala limite quand z — 1 :

Exercice 8 : [énoncé]

Notons f la limite simple de la suite (f,,). Cette fonction f est évidemment
convexe.

Par labsurde, supposons la convergence non uniforme sur un segment [a, b] inclus
dans I.

Il existe alors € > 0 et une suite (x,,) d’éléments de [a, b] tels que

| fn(2n) — f(2)] = 2e pour tout naturel n.

Par compacité, on peut extraire de (x,) une suite convergente et, quitte &
supprimer certaines des fonctions f,,, on peut supposer que (z,) converge. Posons
Too Sa limite.

Soit o > 0 tel que [a
ouvert).

Pour tout fonction convexe ¢, la croissance des pentes donne :
—pla— y)—p(s b+a)—p(b
Va #£y € [a,b)], #(a) z(a @) < so(y)if(»t) < it aa) »(b) (%).

—a,b+ «a] C I (ce qui est possible car 'intervalle I est

Par convergence simple, f, (o) = f(Zco)-
Pour n assez grand, |f,(Zoo) — f(2o0)| < & donc

|frn(zn) = fr(@oc) + f(2oo) — f@n)| = €
puis fn(wn)iin(a:oo) + f(wxoo)iz;‘(ln) — il‘ +00.
o oo n oo n p—s4oo

Or la suite (M) est bornée en vertu de (%) et la suite (%)
fn(a)— fn(a a) < In(@n) = fn(@Teo) < fn(b+a) fn (D)

Tn —Loo

et les termes encadrant

aussi puis
convergent.
On obtient ainsi une absurdité.
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Exercice 9 : [énoncé]
Vo € [0,1], fn (1) < fn(z) < f1(0) donc
[fn = Ol = max(fn(0), =fn(1)) < max(|fn(0)], [fn(D]) < [fu(0)] + [fn(1)] = 0.

Exercice 10 : [énoncé]
a) La suite || f, ||, est décroissante et minorée donc convergente.
b) fn est positive car

fo(z) > lim fo(x)=0

p—>—+oo

| frn| = fn étant continue sur un segment, elle y admet un maximum en un certain
T,
c) La propriété f,(z,) < fp(x,) provient de la décroissance de la suite

(fp(zn))pen-

La suite (x,,) étant bornée, on peut en extraire une sous-suite convergente (z,(n))
de limite a.
Comme

fom)(@o(n)) < fp(Tom))

on a la limite quand n — 400
. <
nhIJrn [fnll < fp(a)

En passant cette relation a la limite quand p — +o0o, on obtient

i <
Jim [ fall <O
d'on
S [|fall =0

Exercice 11 : [énoncé]

a) Pour ¢ = 1/2, il existe N € N tel que Vn > N, || P, — f| ., < 1/2 et donc

P, — Pullo < 1.

Seules les fonctions polynomiales constantes sont bornées sur R donc P, — Py est
une fonction polynomiale constante. Posons A,, la valeur de celle-ci.

b) A\, = P,(0) — Px(0) = f(0) — Py(0) = Aoo- Po=Pn+P,— P FS—> Py 4+ Ao

donc par unicité de limite f = Py + Ao est une fonction polynomiale.

Exercice 12 : [énoncé]
a) On propose un premier calcul

sum(binomial (n,k)* (X-k/n) "2*X"k*(1-X) " (n-k) ,k=0..n) ;

Une simplification s’impose

simplify (%) ;

Le résultat n’est pas encore optimal. Il convient de signifier a Maple que n est

entier

assume(n,integer) ;

On peut reprendre la simplification

simplify (%) ;

Finalement

k=

no <Z> <X_ §>2Xk(1 _ Xk = @

b) On remarque

Par suite

puis
n

1) = BaD@)| = Y (’;) 2~ k/n] 2" (1 = 2"

k=0

en notant p plutdt que k le rapport de lipschitzianité.
Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz

<

n
E LYk
k=0
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On peut aussi affirmer, pour a; > 0 : on a
k ’ ’ k+1 k| 1
Ci — — — | = —
n n n—1 n n n
Z ary Z aryy et donc
k=0 k=0

On en déduit

(57) -1 () ()] <3
n n n n n

puis

3 (Z) & — k/n|2*(1 — 2)"*

k=0

k=0

Ainsi

puis [[f = Bn(f)lloc =0
¢) En exploitant

on obtient

) A

Par suite

B, (f) (2)=Bn-1(f')(x

<X <Z> (z — k/n)2ak (1 — z)n—+ (Z) ekl —a)n=
=0 Ainsi || By (f)" = Bu-1(f")|loo — 0

=S ()0 () (5))

|Bu(f) (@) = Baoa () (@)] < 2

x)n—k 2n

Or par Iétude qui précede ||By,—1(f") — f'|lo — 0 donc || B, (f) — f'll, — 0

Exercice 13 : [énoncé]

a) Si z =0 alors f,(x) =0 — 0.

Si x €]0,1] alors f,,(z) — 0 par comparaison des suites de référence.

b) fi(z) =n*(1—2)" —nTlz(l —2)" P =n*(1—2)" (1 - (n+1)z).

1 e 1 1 1 "
n+1 n+1 n+1

Apres étude des variations
1 n
<1 _ — 1) _ enln(lfﬁ) _ e—l-i—o(l) N e—l
n

1frll

Or 4 ~

1
n+1 n et

donc, || fall s
]ﬂ_y e} convergence uniforme si, et seulement si, a < 1.

Par le théoreme des accroissements finis, il existe ¢, € |k/n, (k + 1)/n[ tel que

F(5) -1 (5) = s
(50) () Gl <3

k [k k+1} [k k+1}
€|=,——| etce, € |=, —=
n n

Ci —

k
n—1

Puisque

7 )

n n

Exercice 14 : [énoncé]
Par opérations, les fonctions f, sont de classe C' car /- est C! sur RT*,

fu S5 f avee f(z) =

|z| qui n’est pas dérivable en 0.

En multipliant par la quantité conjuguée :f,,(z) — f(z) = \/Tll//n =k
. . n _ 1 :
Par suite | f,(x) — f(z)| < Jim - Va puis || fn — fllo om0

Ainsi la suite (f,,) converge uniformément vers une fonctlon f qui n’est pas de
1
classe C".
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Exercice 15 : [énoncé]

Les fonctions f, sont continues sur [0, 1] pour n > 1 et dérivables sur ]0, 1] avec

fl(z)=2""'(1+nlnx)
Le tableau de variation de f,, donne
—1/n 1
sup|fn| = —fn(e )=——0
[0,1] ne

La suite de fonctions converge donc uniformément sur [0, 1] vers la fonction nulle.

Exercice 16 : [énoncé]
Pour 2 € [0, +00[, fn(x) — 0 car |fn(z)] < £.

ny—n2g" —n)x™
f?lz(x) = n(;l;r(zvlﬁmn)z = 1:((114_137?)2 . Posons z,, = } 1/(” - 1)'
T 0 Ty +o00 d
@0 7 M, N, 0 |9
,/1/(n 1) -+ (-1
an|| = fulzn) = g E——— e - — 0.

Il y a donc convergence uniforme vers la fonction nulle.

Exercice 17 : [énoncé]
La suite de fonctions (f,,) converge simplement vers la fonction nulle sur RT.
Puisque

fu(m/2n) = e ™/2 150

il n’y a pas convergence uniforme sur R*.
En revanche,

sup |fu(z)| <e ™™ =0
[a;+oo]

donc il y a convergence uniforme sur [a, +00[ avec a > 0.

Exercice 18 : [énoncé]
fH(x) = nz(2 — nx)e ™", le tableau de variation de f,, donne
sup |ful = fn(2/n) = 2672 — 0 donc il y a convergence uniforme sur R et donc a

fortlorl sur [a, o0l

Exercice 19 : [énoncé]

fn(0) = 1 et fr(x) — 0 pour x # 0. La fonction limite n’étant pas continue, il n’y
a pas convergence uniforme sur R. En revanche si |z| > |a| alors

[fn(z)] < m — 0 donc il y a convergence uniforme sur |—oo, —a] U
avec a > 0.

[a, +o00]

Exercice 20 : [énoncé]

fn(x) =5 0 et f,(n) =n?sin(1/n?) — 1 il n’y a donc pas convergence uniforme
sur R. 2

Sur [~a,al, |fu(z)] < nm = ‘% < %
convergence uniforme sur [—a, a].

— 0 via [sint| < [t]. Par suite il y a

Exercice 21 : [énoncé]
a) fu(r) = exp(—nln(l+ 3)) = exp(—z + o(1)) = 77 = f(x).
On sait In(1 + ¢) < ¢t donc par opérations : f,,(z) > e™*

b) On sait
42

t— <In(l+1) <t
donc )

T T T T

—— — <In(14+-)< =

n 2n n( +n) n
puis

’L‘2 (],2
Sur [0,a] on a e2n < ez — 1.
Pour € > 0, il existe N € N tel que pour tout n >

2
e? /2"—1‘ < e

On a alors pour tout z € [0, al,

|fn(«75) _ f($)| e ® (ew2/2n _ 1) < ea2/2n —1<e

Par suite f, —> f

0,a]
c¢) Les fonctions f, sont décroissantes donc

Tz aafn(x) < f"(a)

Soit € > 0.

Puisque e ——— 0, il existe a € R™ tel que Vz > a,
a—-+oo

e ¥ <¢e/3
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Puisque f,,(a) — e~ %, il existe N € N tel que
Vn = N,|fa(a) — e % <e/3
Mais alors Vx > a,

[fu(z) = e < ful@) + e7" < fala) + 77 < (fala) —e7@) + e+ e " <e

De plus, f, % f donc il existe N’ € N tel que
,a

Vn > N'Va €[0,a] |fu(z) — e <e

Finalement

Vn > max(N, N'),Vo € R, | fu(z) — e 7| < ¢

cU
Alinsi .
insi f, R—+> f

Exercice 22 : [énoncé]

a) Pour © =0, f,(z) =0 et pour x > 0, on a aussi f,(z) =0 pour n assez grand.

Par suite — 0.
r suite f, e

b)
' dt = Y 2401 _ _ ' 1
/0 fn(t)dt /0 n“t(1 — nt) dt—/O u(l—u)du ==

Il n’y a pas convergence uniforme de la suite (f,,) puisque

/Olfn(t)dt /—>/010dt

¢) Pour n assez grand, sup |f,(x)| = 0 donc f, = 0 sur [0, al.
[a,1]

Exercice 23 : [énoncé]
a) Pour z =0, f,(x) =0 — 0. Pour z €]0,7/2], cosz € [0, 1] donc f,(z) — 0.

2
b) I, = | =725 cos™ ! x}o/ = L= 1# foﬂ/Q 0.dz donc il n’y a pas
convergence uniforme.
xz |0 T, /2 B 0
c) 70 7 Rl 0 avec x, = arccos /%5 — 0 et

fn(zn) = W ~ e oo
Soit [a,b] C]0,7/2]. On a a > 0 donc & partir d’un certain rang x,, < a et alors

sup | fn| = fn(a) = 0 donc il y a convergence uniforme sur [0, a].

Exercice 24 : [énoncé]
Quand p — +o0,

1 1
7o) = ey T =@
On a
(@) — f(@) = (142)Y/7 -1

Aty 7w

Or, pour « € ]0, 1], la fonction x +— (1 + )* est concave ce qui permet d’affirmer

0<(1+2)*<1+ax
pour tout x > 0 et donc
1 T 1 =z 1
— <= <= <=
[f(z) = £p(@)] SpU+a 7 Spive 5o

Puisque [|f — fpll o g+ < %7 la convergence est uniforme sur RY.

Exercice 25 : [énoncé]

Soit # € R*. Pour n assez grand

falx) =1 —2x/n)" =exp(nln(l —x/n)) e e "
n—-—+0oo

La suite (f,) converge simplement vers f : x — e~% avec f, < f.
Etudions é,, = f — f, 2 0.

Pour z € |n, 400, 0, (z) = * < e ™

Pour z € [0,n], 0, (x) =e % — (1 —a/n)" et & (z) = —e " + (1 —2/n)" "
Posons ¢, (x) = (n—1)In(l —z/n) + x. ¢, (z) = %m/ +1=2=1 est du
signe de 1 — .

Par étude des variations de ¢,,, on obtient 'existence de z,, € [0, n[ tel que

on(z) = 0 pour z < z,, et @, () <0 pour & = x,. On en déduit que pour x < X,

07 (z) > 0 et pour « > x,, 0, (r) < 0. Ainsi

1—1 n _
B0l = Fn(n) = (1= %)™ = (1= 22)" = ze=er.
Puisque la fonction x — ze™* est bornée par un certain M sur RT, on obtient
18]l oo, 0,01 <
Fmalement 1100l o0, (0,400 < max (M e=m) — 0.

On peut donc affirmer que la suite (f,,) converge uniformément sur R™ vers f.

Exercice 26 : [énoncé]
In E) 0 et sup | fn(z)| = ‘fn :tl/\/n2n)| = ‘/27 — 400 il n’y a donc pas
z€R

convergence uniforme sur R.
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Or £1/v/n2" — 0 et donc d’apres le tableau de variation de f,,, pour tout a > 0,
on a, pour n assez grand, sup |f,(z)| = fn(a) = 0. Ainsi il y a convergence

r>a
uniforme sur [a, +00[ et de méme sur |—o0, a]. En revanche il n’y aura pas
convergence uniforme sur les intervalles non singuliers contenant 0.

Exercice 27 : [énoncé]
sup |fn(2)] = fn (1/ 2%) =4""1 — 400 il n’y a donc pas convergence uniforme
z€[0,1]
sur [0, 1].
Or 1/*/2 — 1 et donc d’aprés le tableau de variation de f,,, pour tout a € [0, 1],

on a, pour n assez grand, sup |fn(z)| = fn(a) — 0. Ainsi il y a convergence
z€]0,a]

uniforme sur [0, a]. En revanche il n’y aura pas convergence uniforme sur les
intervalles non singuliers contenant 1.

Exercice 28 : [énoncé]

Fula) —> o ot |fule) — allo, = 1/n - 0.

fn(z)? VT 2% et f,(n)? —n? =2+ 1/n? — 2 donc il n’y a pas convergence
uniforme.

Exercice 29 : [énoncé]

Par la formule de Taylor Lagrange : ’f(x + 1) = flz) -
M = sup "],

Par suite |g,(z) — f/(z)| < & et donc ||g,(x) — f@)or — 0.

%f’(x)’ < n—% avec

Exercice 30 : [énoncé]

On remarque de f(1 —z) = f(z). Pour étudier le comportement de

(fn(a)) = (f™(a)), on peut se limiter & a € [0,1/2]. Etudier le comportement de
(f™(a)) équivaut & étudier la suite récurrente définie par ug = a et up+1 = f(uy).
Une étude élémentaire permet d’affirmer qu’elle est croissante. Si a = 0, cette
suite est en fait constante, si a > 0 cette suite converge vers une limite qui ne peut
qu’étre 1/2. On peut alors affirmer qu’il y a convergence simple de (f,,) vers la
fonction f:x— 1/2 si x €]0,1] et 0 sinon. Par non continuité, il y a non
convergence uniforme sur [0, 1]. En revanche la croissance de f sur [0,1/2] permet
d’assurer que Va € 10,1/2], Vz € [a,1/2], fn(z) = fn(a) ce qui permet de justifier
la convergence uniforme de (f,,) sur [a,1 — a] pour a € ]0,1/2].

Exercice 31 : [énoncé]
Pour z > 0, la suite numérique (f,(x)) est une suite homographique.
L’équation r = ﬁ possede deux solutions 11 =v/1+xz—1letro = —/1+ 2z —1.

Posons ()
fn r)—T1
r)="7--"—"
gn( ) fn(.’t)—TQ
On a Y N
¥ fn (@) 24r fo(x) —r1 24172
Int1(z) = L) = = 7 E ) 5 = pgn(z)
24 fn(x) — 2472 n 3?) —1r9 241
avec

_24—7“2_7'71

p= 24+ 1 o 2
Puisque |p| < 1, la suite géométrique (g, (z)) converge vers 0.
Or apres résolution de ’équation

_ fu(z) =11
gn(x) B fn(x) — T2

on obtient
1 — gn(x)rs

fn(l') - 1—gn(x)

et on en déduit que la suite numérique (f,(x)) converge vers r; = /1 +x — 1.
Finalement, la suite de fonctions (f,,) converge simplement vers la fonction

foo x> /14+2z—1.

Puisque les fonctions f, sont rationnelles de degrés alternativement 0 et 1, la
fonction | f,, — foo| ne peut-étre bornée sur R™ car de limite 400 en +o00; il n’y a
donc par convergence uniforme sur R+.

En revanche, on peut montrer que la suite de fonctions (f,,) converge
uniformément vers fo, sur [0, a] pour tout a > 0.

En effet

fn(x)_foo(m)_ gn(L) 2vV1+x

1y (x)
D’une part, la fonction x — 2/1 +  est bornée sur [0, a].

D’autre part,
Vvi4+ax—1

) )

gn(z) = [

Sur [0, al, la fonction
Vi+a— 1‘
T | —_—
Vitz+1
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admet un maximum de valeur < 1 et puisque la fonction continue gy est bornée
sur [0,a], on peut montrer que la suite de fonctions (g,) converge uniformément
vers la fonction nulle sur [0, a).
La relation (@)

x

Fal@) = foole) = 7252V T 0
1—gn(x)

permet alors d’établir que la suite de fonctions (f,) converge uniformément vers
foo sur [0, a].

Exercice 32 : [énoncé]

a) Par récurrence sur n € N.

Pour n =0: fo(z) =1et fi(z) =1+ [ dt =1+ 2 donc 0 < fi(z) — fo(z) =
Supposons la propriété établie au rang n > 0.

Fusa(®@) = fapa (@ /fn+1t—t> fult - 12)dt

or fot1(t — %) — fu(t —1*) > 0 donc foio(x) — fat1(z) >0 et
(t _ t2)n+1 thrl

(n+1)! = (n+1)!

Srp1(t —12) = fu(t — %) <
puis
wn+2

fn+2(x) - f"‘H(x) S (n+ 2)'

Récurrence établie.
b) On a || frs1 — faullo < ﬁ donc par I'inégalité triangulaire

n+p—1 1 “+o0 1
Vp eN, ||fn+p_fn||oo < Z 7 < Z 7

k=n+1 k=n+1

¢) Or Z & —— 0 (reste de série convergente) donc
k=n41 Nt
+oo 1
Ve>0,INENYR>N,| Y | <e
k=n-+1

puis
Vn > N,Vp € N, an-&-p - anoo <e

Enfin | fup(0) = fu(@)] < | fasp — fullo done (fa(x)) est de Cauchy.

d) Pour tout z € [0,1], la suite (f(z)) converge car de Cauchy. Posons f(z) la
limite de f,(z).

Ve >0,3IN € N,Vn > N,Vp e N,V € [0,1], | fnip(z) — fru(z)] <€
A la limite quand p — +o0 :
VYn > N,Vz € [0,1],|f(z) — fu(z)| <€

et donc

nzN,|f - fallo <€

o cuU . .
Ainsi f, — f. Par convergence uniforme, f est continue et

n—-+oo

—1+/ ft—t*)d

La fonction est donc une fonction non nulle (car f(0) =

f'(x) = flz —2?)

vz €[0,1] /fnt—t2 dt—>/f(t—t2)dt
0

Par conséquent

vz € [0,1],

1) et dérivable avec

Exercice 33 : [énoncé]
a) On vérifie sans peine que la suite (f,,) est bien définie.

fi(x) =, fax) = 22,

Si f(x) = az? alors D(f) \ff tB/2 Q¢ = 2‘ngﬁ/2“,
Ainsi f,,(z) = apaPn avec
Ant1 = ;:/JZ et i1 = & +1
On a _—
b= G 2
et, pour n > 1,
0 < antr < ;@

On montre alors pour tout n € N*

2 n—1
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donc ayn = || fulloo 0,17 = O-
On en déduit que la suite (f,,) converge uniformément vers la fonction nulle.
b)Ilya beaucoup d’équation différentielle dont f est solution

Cependant f,, 1 (x fo \/fn(t)dt donne & la limite f(z fo \/ t)dt d’ott 'on
tire f dérivable et f( )=/ f(2).
Pour I’équation différentielle ' = |/y, il n’y a pas unicité de la solution nulle en 0,

car outre la fonction nulle, la fonction y : x +— (%)2 est solution.

Exercice 34 : [énoncé]

On a || full,, =1/n or >~ 1/n diverge donc il n’y a pas convergence normale sur R.
Pour z € R, la série numérique Y f,,(z) satisfait le critére de Leibniz, il y a donc
convergence simple sur R et

Z(&

n=N+1

1 1
<
N—|—1+x2 N +1

donc ||Rn||,, < ﬁ — 0. Il y a donc convergence uniforme sur R.

Exercice 35 : [énoncé]
|fn(x)| < 1/n? et > 1/n? converge. Il y a donc convergence normale, donc
uniforme, donc simple sur R.

Exercice 36 : [énoncé]
Il y a convergence simple, uniforme mais pas normale vers la fonction
x — 1/E*(z) on ET(x) désigne le plus petit entier supérieur a .

Exercice 37 : [énoncé]
Si x =1 alors u,(x) =0 — 0. Si z € ]0,1] alors u,(xz) — 0. La suite (uy,
simplement vers la fonction nulle.

) converge

ul () = n%™ —notlan=1(1 —2) = n%2" t(n — (n+ 1)z).
n o 1 1 \"
= = (1 - —
e llog = tn (n+1) " n—+1 ( n+1>
n
Or n7+1 ~ % et (1 - %Jrl) = emnl=7) = el+o() 5 ¢ donc
a—1

[unlloe ~ en

Il y a convergence uniforme sur [0, 1] si, et seulement si, a < 1.

Pour tout z € [0,1], 3" u,(x) converge, ||u,| . ~ en®"!, il y a donc convergence
normale sur [0, 1] si, et seulement si, o < 0.

Pour a > 0, up(z) = 2™(1 — z) = v, (2).

Or
= n = n 1 = n k 1
> - 2
%”’“(nﬂ) 2 Uk<n+1> n—&—lk;l(n—i—l) e

k=n-+1

donc

+oo
ka (nil) n—-+o00 ka

k=0
La série Y v, ne converge donc pas umformement vers [0,1] et par suite Y uy,
non plus.
Enfin pour @ < 1, on a [|unl (9,4 = un(a) et donc (uy) converge uniformément
sur [0, a] et > u,, converge normalement sur [0, a] pour tout « € R.

Exercice 38 : [énoncé]
a) La suite de fonctions (f,) converge simplement vers la fonction

xH{%n

Puisque les fonctions f, sont continues, pour qu’il y ait convergence uniforme, il
est nécessaire que la fonction limite soit continue et donc que f(1) = 0.
Inversement, supposons f(1) = 0.

Pour tout £ > 0, il existe a > 0 tel que

sizel0,1]
siz=1

Ve e[0,1],le 1] Sa=|f(2) <<

Sur [0,1 —al, [fu(z)] < (L= )" || fll et sur [ —a, 1], |fu(2)| < [f(z)| <€
Puisque (1 —a)™ — 0, il existe N € N tel que

V= N,(1-a)"|fll, <e

On a alors pour tout n > N et tout x € [0,1], |fn(z)] < e donc || fnll, <&

Ainsi f, <Y, 0.

b) Supposons que »_ f,, converge uniformément sur [0, 1].

Puisqu’il n’y a pas divergence grossiere, on a f,,(1) — 0 et donc f(1) =
Notons S la somme sur [0, 1] de la série de fonctions Y f,,.

Pour = € [0,1],
+oo
=Y o) = 1

n=0
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et
“+oo
=Y f)=
n=0
Or la fonction S est continue comme somme uniformément convergente d’une

série de fonctions continues.
Par suite lim S(z) =0 ce qui donne
r—1—

S - )

r—1 €T — ]_
Ainsi f est dérivable en 1 et f'(1) = 0.
Inversement, supposons f(1) =0, f dérivable en 1 et f'(1) =
Posons (S,) la suite des sommes partielles de la série > f,,.
Pour x # 1,

=0

1—2

Posons g : z € [0, 1] — f(r) prolongée par continuité en 1 par la valeur g(1) = 0.

La fonction g est contlnue sur [0,1] et g(1) = 0 donc la suite (g,) définie par

gn : ¢ — x"g(x) converge uniformément vers 0 sur [0,1]. Or

Sp(x) = g(x) — gn+1(x) donc Sy, TCH]» g et la série > f,, converge uniformément.
0,1

)

Exercice 39 : [énoncé]

Remarquons que pour tout t 6 [0,1], t — t? € [0,1/4]. Pour z € [0,1/4],
[unt1(2)| < @ [|unl o 0,174 < 7 Ll o [0,1/4) donc aisément [[un [l 101 /4 < =
puis par la remarque 1n1tlale pour tout x € [0,1], |un+1(2)| < [Junll oy 0,174 < =

donc [[unt1lo jo,1) < 77 €6 X un est normalement convergente.

Exercice 40 : [énoncé]

+oo
Si lw| > 1 alors - = —1 3 2% et la convergence normale sur U de la série
n=0
assure la convergence uniforme d’une suite de polynoémes vers z — Z—

w
Si|lw] <1, on peut remarquer pour k € N,

f27r e ik0 de = Z n f—i-oc —i(n+(k+1))0 do = 0.

0 ef—w

Siz = Py(2) est une suite de fonctions polynomiales convergeant uniformément
1 2T 5 7 o 1 27
sur U vers z — —— alors [ Pn(ei?) 5 do Jo 919 wl # 0. Or par le

-w n—>+oo
(67‘9) 6197

calcul précédent, on peut affirmer fo df = 0 et conclure a une

absurdité.

Exercice 41 : [énoncé]

N
— 1 1
x+n + -1 = 0 (%) d’ou l'existence de la somme. f(z) = Nl_l}_r:()o k:z_:N 3% OF
N N+1
> m = > w+k donc a la limite quand N — +00, on obtient
k=—N k=—N+1
f ( +)=1f (w)«
2N+1
Z J:Hc + Z =2 Y i donne a la limite
k=—N k=—2N+1
f(3) +f(T) = f(@‘)-
Exercice 42 : [énoncé]
On peut écrire
=X
() = 2232 =

avec convergence normale sur [0, 1] donc

1 T 1y 1
dz = — d
/01/)(56) * 7;2‘/0 n—x n+x *

Or )
1 1 1
/ - dz=In—"— —2*
o M—T n4+x n—1 n
et en transitant par les sommes partielles
N 1 N N
1 1 1

Z/ S S m P NeI(NV41) 4102 ——— In
—Jo n—x n+x — - — n N—+o0

Ainsi

1
/ Y(z)dr =1n2
0

Exercice 43 : [énoncé]
a) fo(z) = m avec x > 0. Les f,, sont continues sur R**.

Soit a > 0,
1

n+n2a
La série de fonctions ) f,, converge normalement sur [a, +o0o[ donc converge
uniformément sur tout segment de ]0, +o0|.

an||oo}[a’+oo[ <
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On peut donc conclure que S est bien définie et continue.
b) Chaque f, est décroissante donc S aussi.
¢) Par convergence normale sur [1, +00],

+oo
i D (o) Zxkffw () =0

On remarque f, () ——— .
z—+oo T
Posons g, : . +— m La fonction g,, croit de 0 & 1/n? sur Rt donc
1
1900l 0,40 = 3

La série de fonctions Y g, converge normalement sur R™ donc

+oo +oo 1 2
A D on(@) Zg&“@ogn =2 =%
n=1 n=1
Par suite zS(z) ——— %2 et
r——+00
2
7r
5@, Nbr

d) La fonction ¢ est décroissante donc par comparaison somme-intégrale

+/+°° U
Or

Teoqt el x t ]
@ L dt = |In
1 t(l+tx) 1 t 1+tx 1+tx],

donc

1
t(1+tx)

‘oo gt = 1
— < n(T) <
/1 t(1 + tx) Z“(x) 1tz
n=1

=1In(1+z) — In(x)

Exercice 44 : [énoncé]
. 1 1 _
)f"'xHi_ner _n(n+z)

Soient —1 <a<0<1Lhb.

est définie et continue sur |—1, +o00]

b

1l oo, (a5 < m

La série de fonction Y’ f,, converge normalement sur [a, b] et donc converge
uniformément sur tout segment inclus dans |—1, +00[.
b) Chaque f, est croissante donc par sommation de monotonie, S est croissante.

c)

X1 - T
S(x+1)_s(x):7;n—1_n—&—x_;ﬁ_n—kx
donc
e | 1 1
S(m+1)_s(x):§n—l_ﬁ_l+x+l:x+1
d) Quand © — —1, S(z + 1) — S(0) = 0 puis
s<x)=—xi1+5(x+1)~_%

e) S(0)=0et S(z+1)—S(x) = donc pour tout n € N,

n 1
:Z%
k=1

w+1

f) On sait > 4
Puisque S(E(z)) < S(z) < S(E(x) + 1) on obtient

~ Inn et on sait In(n + 1) ~ Inn.

S(z) ~InE(x) ~Inx

Exercice 45 : [énoncé]

_1\n _1\yn+1
a) Les fonctions f, : x — (ni)gﬂ sont de classe C! et f/ (x) = %
Par le critére spécial des séries alternées, > f,(z) converge simplement sur
n=0

10, +00[ vers S.
Soi a > 0, sur [a, +00],

!
an” Ja,+o0o[ <

thJra +00

n=0

donc > f! converge normalement sur [a, +o0o[ puis converge uniformément sur
tout segment de [a, +0o0].
Par théoréme, S est définie et de classe C* sur ]0, +oo[ et
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b) On peut appliquer le critére spécial des séries alternées a la série de somme
+oo nt1

> ((:114295)2 . Celle~ci est donc du signe de son premier terme —3. Ainsi S'(z) < 0
n=0

et S est décroissante.

¢)

+o0 +o00 too too
(—1) (-1 ()" X () 1
1 — -~ 7 R - —
S(x+1)+ S(x) n§:0:n+x+1+nzzon+$ ;nJrz—’—nZ:OnJrz x

d) Quand z — 0, S(z) =2 — S(z + 1) et S(z + 1) — S(1) donc
1
5(33)’“;
e) Quand z — o0,

%(S(x) +S(x+1)) < Sx) <

avec L ~ - donne
x r—1

Exercice 46 : [énoncé]

a) Posons f,(t) = 1112; pour ¢ > 0.

Par application du critére spécial des séries alternées, > f,, converge simplement
sur ]0, +oo] et

1

latool S T Yna 0

1Bl

pour tout a > 0.

Par converge uniformément sur tout segment d’une série de fonctions continue, S
est définie et continue sur 0, +oo].

b) Par converge uniformément sur [a, +ool,

+0oo (_1 n
lim S(t) = li =1
limS(t) = lim —

n=0

Par application du critére spécial des séries alternées

c) Les fonctions f,, sont de classe C! et la série de fonctions > f,, converge
simplement.

/ _ (_1)n+1n
fo(t) = A+nt)?
La série Y f] (t) est alternée avec |f ()] = T
Puisque
n(n+1)t2 -1

B — | £ Al =
‘fn( )| |fn+1( )| (1 +nt)2(1 + (n+ 1)t)2
la suite (|f},(¢)]) décroit vers 0 & partir d’un certain rang.

Soit @ > 0.
A partir d’'un certain rang ny,

nin+1)a*>-1>0

et alors pour tout ¢ > a, on peut appliquer le critere spécial des séries alternées a
partir du rang ng.

On a alors
n n

<
(I+nt)?2 =~ (14 na)?

| R ()] <

donc
n

<
||Rn||oo,[a,+oo[ = (1—|—na)2 —0

Ainsi la série de fonctions Y f/, converge uniformément sur [a, +o00].
Par théoréme, on peut alors conclure que S est de classe C'.

Exercice 47 : [énoncé]

Par le critére spécial des séries alternées, il est immédiate de justifier que S(t) est
définie pour tout t > 0.

On peut réorganiser 'expression de S(t) de la fagon suivante :

+o0 _1)2p
S(t) = Z (éptil +

p=0

(=D N S t
(2p+ 1)t + 1) B 1;) (2pt +1)[(2p+ 1)t +1]

est décroissante.

: . t
La fonction f; : . — CZTESVI(CTES =S Y)

Par comparaison avec une intégrale, on obtient I’encadrement

/ " ) de < 50 < / @
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Puisque par les calculs précédents

t 1 1
Qet+1)(2z+1)t+1) 2zt+1 (z+1)t+1

On obtient

+00 t do — 1 2zt + 1) +oo_1n(1+t)
/o Rat+ 1)(@z+ i+ 1) ””‘[Qt“«zwmm]o T

¢) Par convergence uniforme sur [a, +00[, on peut intervertir limite en +oco et

+oo
somme infinie. Ainsi lim f(z) = >,
r—+o0 -1

s EIEOO fn(z) =0.
d) Par monotonie de t — eV, f:“ e"tVidt L eV L I e eVidt
En sommant f;roo Vi < f(x) < 0+°O e~oViqg,

Or 0+°O emVidt = 2 et [ e *Vidt ~ 2 donc f(z) ~ 2.

1 2

et Exercice 50 : [énoncé]
oo oo a) Pour tout « € R, la série numérique ) u,(z) satisfait le critere spécial des
/ t de — 1 In (22t +1) _ In(1 + 3t) — In(1 + 2tdgries alternées donc la série de fonctions > uy, converge simplement sur R.
1 Qat+1D)(2x+1)t+1) 2t (2z+1)t+1)], 2t De plus
Quand t — 0, on obtient par encadrement S(t) — 1/2. I 22 1
HZEN:H“ n( +(1\]+1)(1+x2)) n( +N+1)

Exercice 48 : [énoncé]

a) Si z < 0, la série numérique Y f,,(x) diverge grossiérement.

Si x> 0 alors n2f,(z) = 2"~ — 0 donc 3 f,,(x) est absolument
convergente.

Ainsi ) f,, converge simplement sur |0, +oo[. f est définie sur |0, +oo].

b) Les fonctions f,, sont continues.

Pour a > 0, |[full oo (4,1 0o] = [n(@) et 32 fu(a) converge donc }° f, converge
normalement sur [a, +o0o[. Par convergence uniforme sur tout segment, on peut
affirmer que f est continue.

¢) Par convergence uniforme sur [a, +00[, on peut intervertir limite en +oo et

+oo
S infinie. Ainsi i = li =1.
somme infinie. Ainsi lim f(z) n; im fn(x)

Exercice 49 : [énoncé]

a) Posons f,(x) = e *V7?

Pour x < 0, la série Ze’z\/ﬁ diverge grossierement.

Pour x > 0, n?f,(x) — 0 donc 3 e~*V™ converge absolument.

La fonction f est donc définie sur |0, +oo.

Pour a > 0, || fall oo (4,100 = [n(@) et 32 fu(a) converge donc 3 f, converge
normalement sur [a, +o0o[. Comme somme de série de fonctions continues
convergeant uniformément sur tout segment, on peut affirmer que f est continue
sur ]0, +o0l.

b) f est somme de fonction strictement décroissante, elle donc elle-méme
strictement décroissante.

donc la série de fonctions > u, converge uniformément sur R.
b) u,(x) p—— In(1+ 1/n). Par converge uniformément
Tr—+00

+oo +oo
_ 1\
Pour calculer cette somme, manipulons les sommes partielles
2N N N—1
S (=1)"In(1+1/n) =Y In(2n+1) —In(2n) + Y In(2n+ 1) — In(2n)
n=1 n=1 n=0
donc -
N 2n)! \?
; (=1)"In(1+1/n) =In (((2’%')2 (2n+1)
Or
n! ~V2mnn"e™"
donc
2N
> (=1)"In(1+1/n) ~In (2/7)
n=1

On en déduit
¢=1n(2/m)
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Exercice 51 : [énoncé] donc > f! converge normalement sur [a,+0o[ puis converge uniformément sur
a) Pour z € ]0, 1], on obtient par sommation géométrique tout segment de |0, +oo[. Par théoréme S est de classe C! sur ]0, +oc].
b) On peut appliquer le critére spécial des séries alternées a la série de somme
?Inz
Z unl®) = =703 g AR

Cette relation vaut aussi pour x =0 ou z = 1.

b) On peut appliquer le critére spécial des séries alternées et donc Celle-ci est donc du signe de son premier terme =L. Ainsi §'(z) < 0 et S est
+o0 décroissante.
|R(z)| = Z (—1)F 22264210 2| < 22D Ing c)
k=n-+1
“+oo “+oo +oo
(=) (=" )"
Létude de ¢ : 2 — 22("2) In z donne vS(w) = Sz +1) = nZ::O n!(x +n) + nz:l (n—1)!Yz+n) - zz:
-1
1 ‘ 2(n+2) | ‘gei
Vo [0 [ I < 5 ) K . & (cyn 1
donc ~ 2S(z) = -+ S(z+1) et 5(1):7;(7”1)! =1--
Rn < =@y 0
1Bnloc 2(n+2) Quand x — 01, zS5(x) — 1 d’ou
¢) On a 1
1 1 1,2 -
1 1 S(x) ~
/ e dxf/lnxdzf/ ﬂdx @) x
0 1 + ZL‘Q 0 0 1 + .’172

e) Par le critére spécial des séries alternées,

Zk,

et on peut calculer la derniere intégrale par intégration terme a terme car

converge uniformément sur [0, 1]. Cela donne 1 1

<
1 o0 n < ! = !
/ Inz dle—i—z (—1) W m+Dz+1+n) ~ (n+1)!
o 1+22 — (2n + 3)?
n=0 donc
1
uis le résultat. R, <——=0
b 1Role <
Par converge uniformément sur ]0, +oo],
Exercice 52 : [énoncé]
a) fniax— % est définie et de classe C! sur R et lim Sz Z lim  fo(z) = 0
41 T—+00 n—-+o0o
(="
fo@) = ———5
nl(z 4+ n) Quand x — +0o0,
1 1
>~ fn(x) converge simplement sur ]0, +oo] vers S. zS(x) = o +S5+1) = .
n=0
d’ou
Va >0, f1 1 et Z _ converge S(x) ~ e
P ldmlioo fastool T pl(pn 4 g)2 nl(n+ a)? ex
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Exercice 53 : [énoncé]

a) fnixz— ] (:viik)’ fn est continue sur ]0, +o0].
k=0

Soit a > 0. Sur [a, +00],
11
[fnllee € ==

an!
La série de fonctions Y f,, converge normalement sur [a, +o0o[ donc converge
uniformément sur tout segment de ]0, +o00[. Par théoréme, la somme S de la série
> fn est continue sur ]0, 4o00].

b)
+m n 1<+m n 1

=—+- 7+ ~+ S +1

N R (e N A

¢) Par converge uniformément sur [a, +0o0]

lim S(z Z lim f,(z) =0

T— 400 T—r+00

Quand x — o0,

Quand =z — 0,

par continuité et

D=y [ =3
e—1
n0k0k+1 (n+1)
donc o
() +S5@+1) e
T T

Exercice 54 : [énoncé]
a) Par le théoréme des accroissements finis, on peut écrire f,,(z) = z(th)'(c) avec
¢ € In,z + n[.Puisque (th)'(c) = Spl(—c), on a

T 4x
sh?(n) T

[fn(2)] <

Par suite n?f, () P 0 donc Y fn(x) est absolument convergente donc
n—-—+0o0

convergente. Ainsi Y f,, converge simplement.
b) Pour a € RT, 'étude qui précede donne

[1fnl

< a
00,[0,a] X dﬁ(n)

donc Y f,, converge normalement sur [0, a]. Par convergence uniforme sur tout
segment d’une série de fonction continue, on peut affirmer que S est continue. De
plus, les fonctions sommées étant toutes strictement croissantes, la somme S 1'est
aussi.

En effet, pour z < y,

> s <ka

k=1

+oo +oo
> fela) <Y frly)
k=1 k=1

et puisque fo(x) < fo(y), on parvient a

donne & la limite

S(x) < S(y)
c)
+00 400 +o0o
S(z+1) = (th(z +1+n) —th(n)) = Y _ (th(x+ 1 +n) —th(n+ 1))+ _ (th(n+1) —

n=0 n=0 n=0
avec convergence des deux séries introduites.
Par décalage d’indice

400
> (th(z +1+4n) —th(n+1)) =
n=0

S(x) — the

et par étude la limite des sommes partielles

+oo

Z (th(n + 1) — thn) =

n=0

On conclut a la relation proposée.

d) S admet une limite en +o0o car c’est une fonction monotone. Pour déterminer
celle-ci, étudions la limite de la suite (S(n)). La nature de la suite S(n) est celle
de la série de terme général

S(n+1)—S(n)=1-—thn
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Or ) .
chn —shn ™ 1
1—-thh=—7"—=—~—
chn chn  2e—2n
est terme général d’une série absolument convergente.

On en déduit que la suite (S(n)) converge et donc que la fonction S converge.

Exercice 55 : [énoncé]

a) Notons : fy, 1 @ = 3552

Pour x =0, f,(x) =0 donc S(x) est bien définie.

Pour z € ]0,1] : f’]t:i(lf)”) ~ 1z <1 et S(x) est bien définie.

Pour z =1: f,(x) = 1/2 et S(x) n’est pas définie.

Pour z € |1, +o0] : fy}:(lg) — L1 <1 donc S(z) est bien définie.

Finalement S est définie sur [0,1[ U |1, 4o00[ par convergence simplement de Y f,
sur ce domaine.

n

®) + +
X 1/am Xz
Va €10,1[U]1,+oo[,S(1/z) = > - +/1/x2n =y e S(x)
n=1 n=1

¢) Soit 0 < a < 1. Sur [0, a],

+oo
[ frlloo 0,0 < @€t Zan <1
n=1

donc Y f, converge normalement sur [0,a] et donc converge uniformément sur
n>1
tout segment de [0, 1[. Par théoréme S est continue sur [0, 1.
Par composition de fonctions continues S : z — S(1/z) est aussi continue sur
11, 400l
d)
, nm"‘l(l + xQn) _ 2nw3n—1 nx”_l(l _ xZn)
flz) = 1+ 22n)? T 1t
Chaque f, est croissante sur [0, 1] et décroissante sur |1, 4o00].
Par sommation de monotonie : S est croissante sur [0, 1] et décroissante sur
11, 400l
S(0) = 0.
Quand r — 17,

R 2x
S(J;)227=1_x—>+oo
n=1

donc lim S(z) = 4o0.

rz—1—

Puisque S(1/x) = S(z), on obtient par composition de limites, lim+ S(x) =400
z—1

et lim S(z)=0.

T—+00

Exercice 56 : [énoncé]
a) Pour z € |-1,1],
[un(@)] = o (|2[")
donc > uy,(x) est absolument convergente donc convergente.
Pour z € |—o0, —1[ U]1, +o0],

Jun (@) = 0 (1/2[")

donc > u,(x) est absolument convergente donc convergente.
Pour x =1,
(_1)77.71

2n

donc > u,(x) converge en vertu du critére spécial des séries alternées.
b)

Up () =

t0  1\n—1 " " o qyn—1
f@)+ F0/) =3 17)1 <1+m"+1j—/1/$")_z(17)l

n=1 n=1

n

c) Soit a € [0, 1] [[fllog (—a,q) S T2a7 < 2= donc Y f, converge normalement sur
[—a,a)l.

Par convergence uniforme d’une série de fonctions continues sur tout segment de
]—1,1[, on peut affirmer que f est continue sur |—1, 1[. Puisque

f(x) = C% — f(1/z), f est aussi continue sur |—oo, —1] et sur |1, 400 par
composition de fonctions continues.

d) Pour z € [0, 1], la série Y u,(x) est alternée et la suite (1 2 ) décroit
n=0

n 1+zm
vers 0 (aprés étude non détaillée ici) donc le critére spécial des séries alternées
s’applique et

"i’f ( ) 3 1 gt B 1
Up(T)| X PRI
it n+1ll+x n+1
puis

R < 71 0

|| n”oo,[(),l] ~ n+1 -

La série de fonctions continues Y u,, converge uniformément sur [0,1] donc f est
continue sur [0, 1] et donc continue a gauche en 1. Par la relation du b) on obtient
aussi f continue a droite en 1.
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Exercice 57 : [énoncé]
En réorganisant la somme

%:ZQFy Zﬁ

k=0

N — R définie par

fr(n)

Pour k € N fixé, fy(n) — e~ *

Pour k < n, |fx(n)] = exp(nln(l — k/n)) < exp(—k) et cette majoration vaut
aussi pour k > n. Ainsi || fi| y < e * et donc la série Y fi. converge
normalement sur A = N.

Par interversion limite/somme infinie, on obtient

avec [y :

=(1—k/n)" sik<net fr(n)=0sinon

“+o0
1
1—-1/e

Upy —
n—-+4oo

Exercice 58 : [énoncé]

Posons fi(n) = (1 — %)na pour k < n et fr(n) =0 sinon.

Pour k € N fixé, fr(n) — exp(—ka).

Pour k < n|fr(n)| = exp(naln(l — k/n)) < e % et cette majoration vaut aussi
pour k > n. Ainsi || fil o n < e % et donc la série Y fi converge normalement
sur A =N.

Par interversion limite/somme infinie

+oo +oo
lim > fe(n) = >
0 k=0"

n—-+oo k=

Ainsi  lim Z(l—f) "= e

n~>+ook 0 er—1°

—+o0

lim fi(n) = 3 e

Exercice 59 : [énoncé]
Par la formule du bindéme

() -2 (1)7

Considérons f, : [0, +o00[ — C définies par

fk(x):x(:cfl)..].c!(xfk+1)%$x

> ket frp(x) =0 sinon

En tout p € N,
p\ 2* 2\"
- = 1+,

La série de fonctions Z fk converge simplement vers z — (1 + i)w en tout
keN

p € N. De plus, puisque |fi(z)] < zlf, la, convergence est normale sur RT. Pour %k
fixé, quand x — 400,
k k
fola) = x(x—l)..gééx—k-i—l)% R %
Par le théoreme de la double limite
400 +oo Sk
] kZ:O fr(n Z il

i.e. an
lim (1 + 7> =e?
n

n—-+oo

Exercice 60 : [énoncé]
_2a < L est le terme générale d’une série convergente. Par
a“+n 50 [0 1] n
convergence normale sur le segment [0, 1] :
+oo +oo +oo
1 _ 1 2ada 1 20 _ __chra 1
0 Z 2+n2da Z f a?4n2 T Z In (]' + F) Z a?2+n? Trshﬂ'oz T a donc
n— n=1 n=1
f 72“ do = [In —Sh”“]l =1In 2" On en déduit que ﬁo (14 %) =2z
0 a24+n2 - a 0 T q n2) 7
n=1 n=1
Exercice 61 : [énoncé]
a) La fonction f est définie sur R*.
—+oo

b) Par convergence normale sur [1, +o0], liIE fla)= 3> liIJIrl e—a’n® — 1,
a—r+00 n=0 a—r—+00

Par comparaison avec une intégrale
+oo
2,2 2 2
f0+°°e_“tdt< S ema’n® 1—|—f+OO e~ dt.

n=0
Or on peut calculer l'intégrale :

assume (a>0) ;

simplify(int (a*exp(-(a*t)~2),t=0..infinity));
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donne /7 /2.

On peut conclure lim af(a) =
a—0t

VT /2.

Exercice 62 : [énoncé]

a)
In foi1(z) —In fp(z) = zln (1 + i) +In(n+1)—In(z+n+1)=0 (;)

La série Y In f,4+1(z) — In f,,(z) converge donc la suite (In f,,(x)) converge puis
(fn(z)) converge vers un réel strictement positif.

b)

InT'(z) = hrf (xlnn—l—Zlnk Zlnx—i—k)
n—

avec zlnn + Z Ink— Z In(z+k)=zlnn—Ilnz — Z In (14 %).
=1

Or la série Z (7 —1In (1 + Z)) est absolument convergente car de terme général
en O (1/n?) et
n x P
S (F-m(1+7)) =eln+yz+o(1 Zln (1+7)

k=1

donc
X x
InT(z) = —Inz — > (7—1 (1 f))
nT'(x) nx fyx—l—n:l b (e

1. fn est Ct, > f, converge
ce qui permet d’affirmer ) f; converge

c) Posons fy(z) =% —In(1+ £) pour z >0 et n >
simplement et f/ (x) = P e
normalement sur tout segment[a, b] C R**.

Exercice 63 : [énoncé]
a) I =RT.
b) Pour [a,b] C RT*,
n%be™"¢
n?+1
donc " u, est une série de fonctions continues convergeant normalement sur tout
segment de R1*.

||Un||oo,[a,b] X

c¢) Apres étude de variation,

||un||oo,R+ = up(1/n) ~ n3—a

Il y a convergence normale si, et seulement si, a < 2.

d)
> wm=L > B Z U =D DI
k=n+1 nk n+1 k +1 n k +1 2nk n+1
Or > (n+1)/
1 1 e n+1)/n 1
- Z e—k/n - -
2n 2n1—e-1l/n 2e
k=n-+1
(o)
donc > wgk(l/n) ne peut tendre vers 0 quand n — +oc.
k=n-+1
S’il y avait convergence uniforme sur R* alors
o0 o0
0< > w(l/m)< Y Jurll, =0
k=n+1 k=n+1
ceci est a exclure.
e) Si S est continue en 0 alors
o0
0< Y up(l/n) < S(1/n) — S(0) =
k=n-+1
ce qui est encore a exclure.
Exercice 64 : [énoncé]
Pour |z| > 1, la série est grossierement divergente. Pour |z <1, {5 ~ 2" et

donc la série est absolument convergente. La fonction S est définie sur |—1,1[.

n .
Posons u,, (x) = o7 Un est de classe C!, 3" u, converge simplement,
/

ul (x) = (H_M)Q donc pour a € [0, 1], ||u

" < na™"! ce qui assure la

nH —a,a] X
convergence normale de > u!, sur tout segment de |—1,1[. Par suite la fonction S
est de classe C!.

5(0) = £ donc S(x)
Pour = € [0,1],

~ L
z—0 2

pn(p+1)

" IR

l\D\»—t

gM*
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+o0o
Puisque > |(—1)Pz"®*1)| converge et > > [(—1)Pz" V)] aussi, on peut
p=0 n>1p=0
permuter les deux sommes et affirmer

1 = AR
S($):§+ ( 1)p17xp+1
p=0
On a alors
1—=x = »
(1-2)8(z) = ——+ > (=1)Pup(x)
p=0

avec up(z) = 2P =2+ pour z € [0,1].

La fonction u, est continue sur [0, 1] et prolonge par continuité en 1 en posant
up(1) = 1/(p+1).
Le criteére spécial des séries alternées s’applique a la série > (—1)Pu,(z) et donc

oo

Y (Dfu(e)

k=p+1

< tpt ()
o0
et une étude de variation permet d’affirmer u,41(x) < ﬁ. Ainsi, la série > u,

converge uniformément sur [0, 1] et donc sa somme est continue en 1. Cela permet
d’affirmer

+§ (=17 =1In2

(1—2)S(x) P

—1-
x p:0

et finalement
In2

~J
z—1-1—x

S(x)

Exercice 65 : [énoncé]

Puisque a,, > 0 et > a,(1 + |x,|) converge, les séries > a,, et > anx, sont
absolument convergentes.

Posons fn(z) = ap | — z,].

Comme |ay, | — 2,|| < |an] |z] + |anzy|, la série des fonctions f, converge
simplement sur R.

Les fonctions f,, sont continues et sur [—M, M], || fnll < Man + an |25].
Par convergence normale sur tout segment d’une série de fonctions continues, on
peut affirmer que la somme f est continue.

Soit [, 8] € R tel que z, ¢ [«, 8] pour tout n € N.

Les fonctions f,, sont de classe C! sur [, B8] et f.(x) = eay, avec |g| = 1.

Par convergence normale de la série des dérivées sur [«, 3], on peut affirmer que f
est de classe C! sur tout intervalle ouvert ]a, b[ vérifiant Vn € N, z,, ¢ ]a, b[.

Soit a € R tel qu’il existe n € N vérifiant x,, = a.

En considérant A = {n € N/z,, = a}, on peut écrire par absolue convergence

f@)= > anlz—al+ > anl|lz—2,]=alz—a|+g(z)avec a > 0.
neA neN\A

+oo
Puisque la série ) | a,, converge, pour N assez grand, > a, < §.
k=N-+1
On peut alors écrire
f(@) = alz —a|+ 2. anlr—m|+ )
neEN\A,n>N+1 neN\A,n<N
La fonction x > an | — x| est dérivable au voisinage de a.
neEN\A,n<N
Cependant, la fonction ¢ :  — a |z — a| + >
neEN\An>N+1

ap | — Ty

ap | — x,| nest quand &

elle pas dérivable en a.

]i?n effet, pour h > 0, + (p(a+h) — ¢(a)) = a — $ > % alors que pour h < 0,

7 (pla+h)—pla) < —a+ g =-3.

Ainsi, les éventuels nombres dérivés a droite et a gauche ne peuvent pas coincider.

Exercice 66 : [énoncé]

Les fonctions constantes sont solutions et les solutions forment un sous-espace
vectoriel.

Soit f une solution. Quitte & ajouter une fonction constante, on peut supposer

£(0) = 0.

z +o00 =" +o00 n 400 gt

Ona f(z) = L2 4 5 189 done f(z) = 3 L&) = 5~ L&D
n=2 n=2 ne1

Posons h(z) = sup | f].

[0,2]
Pour « > 0, on a 2" € [0, a:z] pour tout n > 1. On en déduit

+o0o

|f(@)] < E_jl L h(22) = h(z?).

Ainsi h(x) < h(z?) puis en itérant 0 < h(z) < h(x?") pour tout n € N.
Or pour = € [0,1], 2" — 0 et %Ifh =0 (car f(0) =0) donc h(z) = 0 sur [0, 1].

Finalement f est nulle sur [0, 1[ puis en 1 par continuité.

Exercice 67 : [énoncé]

a) La série de fonctions considérée converge uniformément sur tout segment inclus
dans R\Z. Sa somme est donc continue et de plus 1-périodique.

b) Soit a > 1. Pour tout = € [—«,a], /2 et (z + 1)/2 appartiennent & [—a, .
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Posons Ma = || f|| [

|f(z)| < 2M, pour tout z € [~«
puisque ¢ > 2.

Ainsi f est nulle sur [—a, a] et puisque ceci vaut pour tout o >
fonction nulle.

c¢) Posons h : z —

—aa)- La relation f(z) = L1f (”) + f (2+1)] donne
,a). On en déduit M, < 2M, puis M, =0
1, festla

qmz( oy définie sur R\Z.
La fonction g = f — h est définie sur R\Z, 1-périodique et continue.

~ ~ +oo
On peut écrire f(z) = & + f(z) avec f(z) = Z (ﬁ + m) Par

convergence uniforme sur [—1 / 2,1/2], la fonctlon f est continue en 0.

On peut aussi écrire h(x) = 25 + h(z) avec h continue en 0.

La fonction g = f — h se prolonge donc par continuité en 0.

Par périodicité, g se prolonge en une fonction continue sur R.

Pour z € R\Z, on remarque que f (£) + f (&) = 4f(z) et

h/(x) +‘h/(m+1) ::4h( )

On en déduit g ( ) +g (“‘1) = 4¢(x) pour z € R\Z mais aussi pour x € Z par
continuité.

En vertu de b), on peut affirmer g = 0 et donc f = h.

Exercice 68 : [énoncé]
1.a) Les facteurs du produit définissant P,,(z) étant tous strictement positifs, on a

n

:Z[ln(ui)—ln(u%xlﬂ

k=1

In P, ()

Or

x 1 T 1 1
111(1+%)1n<1+2k_1)%+O(k2) 2k—1+0<k2)0<k2>

est le terme général d’une série absolument convergente, donc la suite

(In P,y (x)),,cn» converge et on en déduit que la suite (P, (z)), cy. converge vers un
réel strictement positif.

1.b) On définit la suite de fonctions puis on en trace quelques éléments

P:=(n,x)->product ((1+x/(2*k))/(1+x/(2xk-1)) ,k=1..n):
plot([seq(P(n,x),n=1..10)],%x=0..20,color=red

2.a) Posons f,, : R™ — R définie par

(H 2k> In (H 2;— 1>

fu(z) =

Les fonctions f,, sont de classe C! et on peut calculer f/(x) avec Maple par
exemple

f:=(n,x)->1In(1+x/(2*n))-1n(1+x/(2*n-1));

normal (diff (f(n,x),x));

On obtient

1

/ g
Tul@) = (x+2n)(z+2n—1)

On a alors

1

!
< -

et donc

, 1
121 =0 ()

Puisque les fonctions f,, sont de classe C!, que la série > f,, converge simplement
et que Y f/ converge uniformément sur R*, on peut affirmer que la fonction

+oo
Sz Z fn(x)
n=1

est de classe C! sur Rt et par suite P = exp S aussi.

2.b) Les fonctions f,, sont toutes décroissantes donc S est décroissante puis, par
composition, P est décroissante.

Puisque P est décroissante, P admet une limite en +o0o qui est sa borne inférieure.
Puisque P > 0, on peut méme affirmer que P converge vers un réel positif.

3.a) On a

g B A

k=1 G, I II@2k—1+2j)
k=1 k=1

avec
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1 . _ (n+]>',ﬁ<2k—1)' _ (QTL)'

ki iin! N |
H k J-n k=1 2nn!
k=1
et
i} 20t (n+ §)1 (25)! T 27(n+ 7)!(24)!
Ainsi

(n+jﬂ>2@nﬂ@ﬁ! (2)! (n+1)(n+2)...(n+4))*
@2n+25) (GHN22n+1)2n+2)...(2n+ 2j)

il B

P2 =
En passant a la limite quand n — 400, on obtient

(29)!

PRI = iy

Il reste a comparer avec le résultat fourni par Maple.

limit(P(n,2%*j) ,n=infinity) ;

Donne une expression a laide de la fonction I'. Sachant I'(1/2) = /7 et
I'(k+ 1) = kI'(k), on peut faire le lien avec I’expression précédente.
Contentons-nous d’observer la coincidence des premieres valeurs. . .

seq(limit (P(n,2%*j) ,n=infinity),j=1..10);

seq((2%3)1/(§1)"2/27(2%j),j=1..10);

3.b) La fonction P est définie et continue sur [0, +-o00[.
On étudie le comportement de P(25) quand j — 400

series((2xj)!/(j!)"2/27(2%j),j=infinity);

On obtient

1
P(2j) ~ ——
(24) NG
Sachant P décroissante, on montrer par comparaison avec une intégrale, que si la
fonction P est intégrable alors la série > P(25) converge. Ceci n’est visiblement
par le cas et donc la fonction P n’est pas intégrable sur RT.

Exercice 69 : [énoncé]

Posons
e
" n(1+ n2x2)
Sachant
2 |nz| < 1+ n?z?
on a )
g -
@) < 5

On en déduit que la série de fonctions Y f,, converge normalement sur R.
Les fonctions f,, étant continue, la somme S est définie et continue sur R.
Les fonctions f,, sont de classe C! et

1 —n2a?
/ —
fn(x) - ?’7,(1 + ’17,2.%‘2)2
Soit a > 0. Pour |z| > a,
, 1+ n2a? 1 1

x)| < = <
@)l < n(1+n222)2  n(l +n222)  n(l +n2a?)
On en déduit que la série de fonctions Y f! converge normalement sur tout
segment de R*.
La somme S est donc une fonction de classe C! sur R*.
Montrons que la fonction S n’est pas dérivable en 0.

1 = 1

5 (86) = s0) =3

2.2
— 1+ n2a?)
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Par comparaison avec une intégrale

1 too dt
E(S(x)—S(O)))/l W0+ 227

Par le changement de variable u = tx

Too ¢

(S(x) — 5(0)) > / oo

s u(l+u?) z—ot

8=

car la fonction positive u — 1/u(1 + u?) n’est pas intégrable sur ]0, 1].

Exercice 70 : [énoncé]
a) ( est bien définie sur |1,400[. f, : 2 — -5 est C°° sur ]1, 400 et

_ p
£y = St
nl
Pour tout a > 1 sur [a, +00],
f(p)(x)‘ < (Inn)”
n na
donc
|7 < o)
" loo,[a,+00] = ope
Pour p €11, 4],
" 00,[a,+oo[
donc 3 ’ (P) [ , converge puis 3" £7) converge normalement sur [a, +ool.
0, |a,+o00

(p)

Il en découle que la série de fonctions > fr"’ converge simplement sur |1, +o0o[ et
> f,(lp ) converge uniformément sur tout segment inclus dans |1, +oo[. Par

théoréme on peut conclure ¢ est de classe C*° sur |1, +00[.
b)

nl

+oo

donc ( est décroissante.

donc ( est convexe.
c¢) La série de fonctions Y f,, converge uniformément sur [2, +oo] et

lim f,(z)=1sin=1et0 sinon. Par le théoréme de la double limite

T—+00

((r) ——=1

r—+o0

d) La fonction t ++ - est décroissante donc

=
a1 nodt
e < i
/n tz S opr /n—l tx
En sommant, on obtient

+oo too
/ @<<(fc><1+/ dt
1

te Lt
avec
oo dt 1
/1 oz —1
On en déduit 1
C(z) ~

z—1t x — 1

e) Le signe de In(¢(x))” est celui de

()" (x) = ¢'(2)?
Or

N N
Z —Inn - Z 1 —Inn
nt ne/2 pe/2
n=1 n=1

donc par I'inégalité de Cauchy-Schwarz

N —Inn ’ N X —Inn)?
eI W

n=1 n=1 n=1

puis quand N — +oo,

¢'(2)* < ¢(x)¢" ()

Exercice 71 : [énoncé]

b) Le rayon de convergence de la série entiere vaut 1.
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Pour x =1, 11 y a divergence car % ~ l

Pour x = —1, il y a convergence en vertu du critere spécial des séries alternées
sachant que la suite (n) est décroissante positive.

¢) Par les séries entiéres, F' est de classe C* sur |—1, 1].

Par application du critere spécial des séries alternées permettant une majoration
du reste, on établir la convergence uniforme de la série de fonctions sur [—1,0] et
donc la continuité de sa somme en —1.

d) Pour z € |—1,1],

+oo +00 +o0 o
SIS SRR 3} 3t
n=1 n=1p=1
+oo "
—;1 converge et . > |-Z<
p>1 n>1p=117

converge.

plnl plp(p_x) p=1

et on ne peut faire plus simple.

Exercice 72 : [énoncé]

a) ¢ est définie sur |1, +oo] et (2 est définie sur |0, 4+o00[ (via le critére spécial des
séries alternées)

b) fn:x— —I est continue.

Pour tout a > 1,

donc

T
or Y -1 converge donc }_ f,, converge normalement sur [a, +o0o[ puis converge
uniformément sur tout segment inclus dans |1, +oo[. Par théoréme, on obtient que
la fonction ¢ est continue.

Gn @ T — % est continue.

Par le critére spécial des séries alternées

SR Vi DR
n=N+1 n ( + )

Pour tout a > 0,

*f G S S
o (N+1)= = (N+1)

donc Y g, converge uniformément sur [a, +oo[ puis converge uniformément sur
tout segment inclus dans |0, +oo[. Par théoréme on obtient que la fonction (s est
continue sur ]0, +oo.

c) Pour z > 1

+oo 1 +o0 1
Glo) = 305 =237 e = Cl@) =21 C(w)
n=1 k=1

Exercice 73 :
foay 58

[énoncé]

est de classe C! sur |0, +oo et

ni1nn

fu(z) = (=1)

Par le critére spécial des séries alternées, la série de fonctions Y f,, converge
simplement vers (a sur |0, +o0].
La suite (f/(z))nen est alternée. Etudions

nl’

Int
pit— T
On a
¢'(t) = %ﬂnt
Pour Int > 1/z, ¢/(t) < 0 donc ¢ décroissante sur [e!/, +oo[. Ainsi (f,(z))n>1

est décroissante & partir du rang E(e'/*) + 1 et tend vers 0. On peut appliquer le
critere spécial des séries alternées. Pour a > 0 et pour n > F (el/ %) 4+ 1 on a pour
tout z € [a, +o0],

+oo
—1)"*nn In(n+1 In(n+1
R = | 3 ) D) et
k=n-+1
donc In D
n(n +
|22, ———-—0

00,[a,too[ (Tl+ 1)a
> fl converge uniformément sur [a, +o0o[ donc converge uniformément sur tout
segment de ]0, +00].

On peut alors conclure que la fonction ¢y est de classe C! sur ]0, +oo.
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Exercice 74 : [énoncé]
Par le critére spécial des séries alternées, (o est bien définie sur ]0, +ool.

fonix— (;# est C* sur ]0, +o0o] et
nap (I 7)P
fr(Lp)(x) =(-1) +p7
La suite ( (p)( ))nen est alternée. Etudions
Int)?
= (r;m)

one ()P~ (p — o ln?)
n(t)’ " (p—xInt
¢'(t) = pras)

Pour Int > p/z, ¢/(t) < 0 donc ¢ décroissante sur [eP/?, +o00[. Ainsi (fy(bp)(a:))n%
est décroissante & partir du rang F(e?/*) + 1 et tend vers 0. On peut donc
appliquer le critere spécial des séries alternées. Pour a > 0 et pour

n > E(eP/*) 41 on a pour tout z € [a, +o0],
S i LX)l

(In(n+1))»  (In(n+1))?

|Rp ()] = X X
Wo ne (n+1)* (n+1)e
donc (In 1y
n(n +
R, < ————=0
T T

> £ converge uniformément sur [a, +00] (pour tout a > 0) donc converge
simplement sur |0, +00[ et converge uniformément sur tout segment de ]0, +oo].
Par théoréme on peut alors conclure que (5 est C* sur ]0, +o0.

Exercice 75 : [énoncé]
A chaque fois, on vérifie que les fonctions engagées sont continues par morceaux.

a) Sur [0, 7/4[, tan™ x <50 [tan™ z| < 1 = ¢(z) intégrable sur [0, 7/4[ donc
/4

Uy, — / 0dz =0
0

b) Sur [0, +oo[, e S5 f(2) avee f(z) =
De plus

’ < e % = p(z) avec p intégrable sur [0, +o00[ donc

1
_ e—1
Uy — e “dx =
0 €

n+cz

sur [0, 1] et f(z) = 0 sur |1, +o0].

Exercice 76 : [énoncé]

A chaque fois, on vérifie que les fonctions engagées sont continues par morceaux.
a) Ici, on ne peut appliquer le théoréme de convergence dominée sur [0, +oo[ apres
une majoration de |sinx| par 1 car la fonction dominante p(x) = 1/22 ne sera pas
intégrable sur ]0 +o0o[. Pour contourner cette difficulté, on découpe l'intégrale.

f+°0 sin” zd _f() su; mdx+f+oo sin” xdx
‘ 1 sin o dx’ fo |sin"~2(z)| dz car |s1nx| < Jzl.
Sans difficultés, par le théoréme de convergence dominée fol |sin"~2(z)| dz — 0 et
donc f01 S 2 dz — 0.
Aussi ’ [roosinie dm‘ < +OO \smx\" dz et M 5, f(z) avec f(z) = 0 pour
tout z # 7T/2 L 7). De plus %
donc f+oo Lsinzl” gy %f

0 :t%“rg—fl + f m%Jr;i—tl

n - 1 +oo _z"da
S fo e dr = n+1 et J o

<2 -5 = ¢(x) avec p intégrable sur [1, +o0|
x)dz = 0 puis u, — 0.

j‘+0° da

1
‘ 2" da . 32 = 1len vertudu

zn+2+1

n—-+00
théoreme de convergence dominée et via la domination ‘miiz—kl’ < 1—12 sur [1, +ool.
Ainsi Uy — 1.
1 z"de +00 2" dgx
fO z2n+1 + f a:2”+1
1 z" dz +°° z" dz
‘ 0 41| S fo et dr = n+1 et T+l
On peut aussi appliquer le theoreme de convergence dominée mais c’est moins
efficace.

too dx _ 1
< 1 F—ﬁdoncunﬁo.

Exercice 77 : [énoncé]
falz) = (1+ z)ne’% X[o,n] (@) sur [0, 4oc0[.

fulz) == 5, 6= et en vertu de linégalité In(1 4+ u) < won a |f,(z)] < e ™ = ¢(x)
avec ¢ integrable sur [0, +oo[. Par application du théoréme de convergence

. s . n n __9 o +oo _
dominée, nll}rlloofo (1—1—%) e ?dr = [ e dr=1

Exercice 78 : [énoncé]
Par changement de variable

n n 1
/ \/l—i—(l—E) den = n/ V1—urdu
0 n u=l—z/n 0

Par le théoreme de convergence dominée

/ V1i—urdu — 1

n—-+oo
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donc

Ang/l—F(l—i)ndan

Exercice 79 : [énoncé]

Par le changement de variable u = nzx,

0 14+n2z2 14+u2
Posons alors f,, : u — fl(j;é ") définie sur R .
cs 0
fn — foo avec foo 1 u — 1f+(u)2'

Les fonctions f,, et f sont continues par morceaux sur R .
Iflloe
()] < i =

Par convergence dominée, fo TFnZa?

(u) avec ¢ intégrable sur RY.

n—+oo

Exercice 80 : [énoncé]

On a ) )
K0y = [ = [
0 1—|—tdtu:_nt 0 1+u/n u = 0 fn(u)du
avec
f (u) = 1fr(:/)n siu € [Ovn}
" 0 siu € Jn, +oo|

+oo nf(z) oo 2O qy = T

+o0o nf(x) dl‘:f0+oo flu/n) du.

On a f, s, f avec f, et f continues et |f,| < |f] = ¢ avec ¢ continue par

morceaux intégrable sur [0, +oo[ indépendant de n.
Par convergence dominée

/0+Oo fo(u)du — /0+°° f(u)du

Exercice 81 : [énoncé]
La fonction intégrée ne converge pas simplement en les t = 7/2 + 7
contourner cette difficulté on raisonne a 1’aide de valeurs absolues.

—+o0 —+o0
/ e !sin”(t) dt’ < / e [sin™ ¢| dt
0 0

On a
Fult) = et sin™(6)] <35 f(t)

[27]. Pour

avec

e~ ! sinon

0 sit#m/2 |m
Les fonctions f, et f sont continues par morceaux et

@) < e = (1)

avec ¢ continue par morceaux intégrable sur [0, +oo[ donc par convergence

dominée :
“+o0

—+o0
lim e 'sin”(t)dt :/ f(t)dt=0
0

n—oo 0

Exercice 82 : [énoncé]
Les fonctions données par

fat) = (1+t*/n)""
sont définies et continues par morceaux sur R. ,
La suite de fonctions (f,,) converge simplement vers f avec f(t) = e~ définie et

continue par morceaux sur R.
Soit ¢t € R fixé et considérons

o:x —zln(l+t2/z)

¢’ est croissante et Em ¢ = 0 donc ¢ est décroissante et par conséquent :
oo

Vn € N* :
1

12

(1 . ;) T exp(e(n) < exp(p(1))

La fonction ¢ +— 1/(1 + t?) est intégrable sur R donc par convergence dominée

—+00 t2 -n +o0 2
/ (1 + ) dt —— et dt
n

oo n—+4o0o oo

Exercice 83 : [énoncé]

f0+°o Int dt est définie car vEIn(t)e™ — 0 et t2In(t)e™t ——— 0.
t—0 t—+oo

Pour tout t € RT, e~ est la limite de u,(t) = (1 — %)n_l X[0,n](t)- Le n — 1 de
I’exposant n’est pas usuel et peut tres bien étre remplacé par un n. Néanmoins
pour alléger les calculs a venir, le n — 1 est préférable.
In(t)u, (t) = In(t)e™t et [In(t)u,(t)] < eln(t)e™ donc

+ . n—1
J7Bbdt = lim [ (1—£)" In(t)dt.

n—-+oo
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Ona [' (1—4)"" fo n (1 —u)"" " In(nu) du avec

fol n(l—u)""! ln(nu) du =Inn+ fo nln(u )(1 —u)" tdu et

fol nin(u)(1 — )" ' du = [In(u)(1 - (1 —u)™)]5 + fl (1= uu) du. On notera
qu’on a choisi (1 — (1 —u)™) pour primitive de n(l — )"~ ! car celle-ci s’annule en
0 de sorte que 'intégration par parties n’engage que des intégrales convergentes.

n " n—1
Enfin fol W du=— [loi=l = fol 3 v* dv puis
k=0

0 v—1

n n
fol 7(1_72 —Ldu=— kzl + =—Inn— v+ o(1). Finalement f0+°° ot dt = —.
Exercice 84 : [énoncé]

On applique le théoréme de convergence dominée en exploitant f bornée car
continue sur segment. On obtient

/0 £ty dt — £(0)

Exercice 85 :
On a

[énoncé]

n! < 1x2 o
(k + ) S+ 1)(xz+2)

ol
=

avec ¢ intégrable sur [0, +o0l.
Quand n — o0,

In| —— In 1+

k=1

car In (1 + z/k) ~ z/k terme général d'une série a termes positifs divergente.

Par suite
n!
—0

n

Il (k+2)

k=1
puis par le théoréeme de convergence dominée
+oo |
. n!
lim ——dr =0

n—+o00 0 1_[ (k + I‘)
k=1

[énoncé]

() -5 (-) - g

k=0

Exercice 86 :
On peut écrire

avec
—k/n)" sik<n
sinon

e ={

Pour kK <n, on a

Falk)] < exp(nIn(l — k/n)) < exp(—k)
et cette inégalité vaut aussi pour k > n
Par suite

Ifalloe < e

Or la séried_ e™* converge et par comparaison de série & termes positifs on obtient
que la série de fonctions ) f,, converge normalement sur [0, +o0].
Quand n — +o00, fr(n) — e~* donc

S E-a
=1 \" k=0 e—1

Exercice 87 :

2
Posons fn(z) = (cos £)" siz € [0,n] et f,,(z) =0si z € |n, +ool.
Pour z € R*, quand n — +o0,

[énoncé]

fulz) = (cos %)n =exp (n’In (1 — 2%/2n* + o(1/n?))) — /2

Ainsi f, SECLINN favec f:z— e=e’/2,

[0,+00]
Les fonctions f, et f sont continues par morceaux.
Soit v : [0,1] — R définie par ¥(t) = 1 — t2/4 — cost. Par étude des variations,
Vo €[0,1],¢(z) =0

On en déduit que, pour z € [0,n],
T 22 z?
In (cos E) <In <1 — 4n2) < Py

Falz) <e /4

puis
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Cette inégalité vaut aussi pour z € |n, 00| et puisque la fonction z — e~ /4 est

intégrable, on peut appliquer le théoréeme de convergence dominée pour affirmer

n n2 —+o0
(cos E) dz = / e /2 dy = \ /E
0 n 0 2

lim
n—-+00

Exercice 88 : [énoncé]
Par le changement de variable u = nt

+oo
In:/o flu/n)e ™™ du

Par convergence dominée, sachant

[f(u/n)| <[ flloe €™ = o(u)
avec  intégrable, on obtient
+oo
I, — / f(0)e " du = f(0)
0

Exercice 89 : [énoncé]
a) Appliquons le théoréme de convergence dominée.
Posons f, : [0,1] — R définie par

fn(t)

= F (Vn(ét —h))
Pour ¢ € [0,h/d], on a f,(t
Pour t € |h/6,1], on a f,(¢
Enfin, pour t = h/4, f,(t
Ainsi la suite de fonction

) =

)=

)ZF() F(0).
s (fu) ¢

converge simplement sur [0, 1] vers f définie par

1 sitel0,h/d]
F(0) sit=h/o
0 site]h/o,1]

f(t)

Les fonctions f, sont continues et la limite simple f est continue par morceaux.
Enfin

vt € [0,1],[fn(t)] <1

avec ( continue par morceaux et intégrable.

o(t)

Par convergence dominée,

In—>/1f(t)dt:
0

b) Par la décroissance de F', on peut écrire

h/é h
/ 1dt = =
0 6

(k+2)/n
l/ F(\/ﬁ(ét—h))dtgF(f(élH_l—h)) l/
n J(k+1)/n " Jk/n

En sommant ces inégalités

(n+1)/n 1
7/ F (vn(6t—h)) dt < S, < =1,
n

1/n
et
(n+1)/n
/ F
1/n

(k+1)/n

F (v/n(dt — h)) dt

1
(V/n(ot — h)) dt = /0 F (Vn(6(t+1/n) —h)) dt

Par convergence dominée, on obtient de fagon analogue & ce qui précede, la limite

de ce terme et on conclut

h
Sy~
dyv/n

Exercice 90 : [énoncé]
Par le changement de variable t = 2,

—+oo
_.n
n/ e " dx
1

ftn—>

on a formellement
+oo —t
/ C Vng
1 t

tl/n

Posons pour n > 1

Les fonctions f,, sont définies et continues par morceaux sur |
La suite de fonctions (f,) converge simplement vers la fonction

e—t

te —
! t

et pour tout n € N

()] < e = ()

1, 400l

avec ¢ fonction continue par morceaux et intégrable puisque t2p(t) —— 0.

t——+o0
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On peut alors appliquer le théoréeme de convergence dominée et affirmer que les
intégrales étudiées existent et

+o0 " +o0 et +o0 et
n/ e * dx= / gt ——— —dt
1 1 t t

n—-+oo 1

Exercice 91 : [énoncé]
Pour tout ¢ > 0, on a

¢ +oo
Lo e 3 e
et—1 1—et
n=1

donc

¢ +oo - +oo
1 :;te :;fn(t)

Les fonctions f, sont continues par morceaux sur ]0, +oo[ et, en vertu de ’étude
qui précede, la série Y f,, converge simplement et sa somme est continue par
morceaux sur |0, +o00[

Les fonctions f,, sont intégrables sur ]0, 00| et

“+o0 “+oo o 1
/0 |fn(t)|dt:/o te dt:ﬁ

qui est sommable. On en déduit que la fonction ¢ — = est intégrable sur

10, +o0[ et
‘oo oy =
dt=S" =
| -3

n=1

Exercice 92 : [énoncé]

Sur )0, 1],
L f (=1)"2"(In )
142~

Posons f,(t) = (—=1)"t?" Int.
Les fy :]0,1[ — R sont continues par morceaux et la série de fonctions ) f,

converge simplement vers 11_?:2 elle-méme continue par morceaux sur |0, 1[.

! 1
/0 |fn(t)] dt = @nt1)2

et la série > W converge donc on peut intégrer terme a terme la série de
fonctions et on obtient

1 +oo
Int
dt = E
/0 1+¢2 /

Exercice 93 : [énoncé]

”t2” Intdt = +§ ﬂ
n ~ (2n+1)?

R . 1
Par une intégration par parties : [ 222t dt = — fo lljittz dt

—+oo
= Y (=)™ 12 (Int). Posons f,(t) = (—1)"~ 12" Int.
n=0

Les f, :]0,1[ — R sont continues par morceaux et la série de fonctions 3 f,
converge simplement vers — 2% elle-méme continue par morceaux sur ]0, 1.

1+4¢2
fo |fn(t)| dt = m et la série > m converge donc on peut intégrer terme
a terme la serle de fonctions et donc

*fol 11::2 dt = Z fol( D2 Intdt =
n=0

+oo
Rq : on aurait aussi pu exploiter arctant =

Or sur |0, 1], 1+t2 =

1 n
Z (2(n+)1)2

(D" y2nt1
2n+1 °

Exercice 94 : [énoncé]

1 1n(1+t) dt = — 1 int dt.
0 1+t

“+oo
_%tt = Y (=1)""1t"(Int). Posons f,(t) = (=1)"" " Int.

) Par intégration par parties, f

Or sur ]0, 1],
n=0
Les f, :]0,1[ — R sont continues par morceaux et la série de fonctions 3 f,
Int

converge simplement vers — 15 elle-méme continue par morceaux sur ]0, 1.

fo | fn(t)| dt = (n+1)2 et la série ) w +1)2 converge donc on peut intégrer terme a
terme la série de fonctions et donc

_ 1 Int dt = e 1 1 nfltnl tdt = -n" _ T (*1)71_1
0 1+¢ zofo (1) n Z nt1)Z — 21 nZ -
+o0 (—1)?
Rq : on aurait aussi pu exploiter In(1+t) = >~ “——t" pour peu que cette
n=1
relatlon soit connue a ce stade de ’année.
(1)”1 = =y e = =, w
)Z LG L mr L w2l mr i L
p=0 p=1 p=1 p=1 n=1

Exercice 95 : [énoncé]

On a

— —e

oo _ *f (-)"(z o)

n=0
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donc donc
¥ dx = In
/ 0,1] h=0 / 10,1] nz:o
avec ( ) ( 1 ) avec ( ! )
—1)"(xlnx)™ rlna)”

Les f, sont continues par morceaux, Y f, CS vers une fonction continue par
morceaux sur |0, 1].
Les f, sont intégrables et

/ £l :/ (=) x '(lnx) d
10,1] 10,1] n:

1 1 1
/ 2"(lnz)" dz = [J;”H(ln x)"} - / 2" (Inz)" ' dx
€ €

donc quand € — 0

/ 2"(Inz)"dz = — n / z"(Inz)" 'dz
j0.1] nA 1o

Or

Ainsi

_ 1 1 1 _1 n |
/ z2"(Inz)"dz = (—1)" non / 2" dx = _(=)"al
10,1] n+ln+1 n+1J, (n + 1)n+1

Par suite

1 1
1
n| do = t n
/0 |fn] dz r ) e E /0 | fr| converge

Par le théoreme d’intégration terme a terme de Fubini, on obtient que I'intégrale
étudiée et définie et

“+o00

1
(n+ 1)ntt

L dz
oﬁ‘z/ﬂ Jdr=3,

puis le résultat voulu.

0

Exercice 96 : [énoncé]

Pour z > 0,
—+o0

% = ea:ln:r _ Z (:Elnx)"
n!

n=0

Les fonctions f,, sont continues par morceaux, » . f, converge simplement vers une
fonction continue par morceaux sur |0, 1].
Les fonctions f,, sont intégrables et

/ £l :/ (=) "z '(lnx) de
10,1] 10,1] n.

1

1 1
1
/ 2"(Inz)" do = {x"“(ln x)"] . / z"(Inz)" 'dx
€ n + 1 €

. n+l

Or

donc quand € — 0

n

/ 2"(lnz)"dax = — / z"(Inz)" ' dx
j0.1] nt 1o

Ainsi

n n—1 1 ! (—1)"n!
nl nd — _1n nd - N
J 7w ae = vty g et =

Par suite

! 1
/0 |fn|d37:m

et il y a convergence de la série > fol | frl
Par le théoreme d’intégration terme a terme, on obtient que l'intégrale ji

est définie et
(="
/xdz*Z/ Inl@ dx—ZW

=0

xT
01T dx

puis le résultat voulu.

Exercice 97 : [énoncé]
Pour z €]0,1[, on a

ch lnxp*an

n=0 n=0
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avec fp(z) = z™(Inz)P sur |0, 1].
+oo

Les fonctions f,, sont continues par morceaux et la somme »_ f, lest aussi.
n=0

Les fonctions f,, sont intégrables sur |0, 1] et par intégration par parties,

1 B 1 . _ p'
/o ‘fn|_(_1)p/(; x (1n$)pd$—m

Puisque la série Y [|f,| converge, le théoréme d’intégration terme & terme de
Fubini donne

1 1 D +oo 1 “+o0 1
/ e 4o =3 / o) e =073

n=0

avec en substance existence de l'intégrale et de la série intoduite.

Exercice 98 : [énoncé]
La convergence de I'intégrale proposée est facile.
En découpant l'intégrale :

o0 e—m/n
[ e
o 1l+cos?z

k=0"FT

Dans la somme proposée, le terme intégrale ne dépend de ’indice sommation donc

too (k417 e—x/n too T emz/n
— da = —km/n / d
Z/k 1+costz © kz:—oe o l+cos?zx .

+oo —x/n too ™ —x/n 1 ™ —x/n
e e e
/0 1+cos2z © <kz_;)e ) o l+4cos?zx TT ] e/n o l+cos?zx v

Quand n — o0,
1 n

- =
1 —e-7/n T

/’f e~/ /’T dz
———dz — —_—
o 1+cos?zx o 1l+cos?x

par application du théoréeme de convergence dominée.
Par le changement de variable ¢ = tan x inspiré des régles de Bioche,

T dz /2 dz oo at T
5 =2 5. =2 2= 5
o 1+cos?x o 1l+cos?x 0o 24t V2

1 /+°° e=®/n 1
_ dx PR
nJty, 14cos?x n—+too /2

et

Au final

Exercice 99 : [énoncé]
a) On a

w/2 1

cos" ¢ =
0 n—+1

1
n+1

/2
un (1) :/0 sint(cost)" dt = {

La série de terme général u, (1) est divergente.
b) Pour a < 1,
Vit €]0,7/2], (sint)® > sint

et done u, (@) = u,(1).
On en déduit que la série de terme général u, (a) est alors divergente.
Pour « > 1. La série des u,(«) est une série & termes positifs et

n

/2 — (cost)™t!
Zuk(a) :/0 (sint)al(it)dt

1 —cost
k=0
donc ,
" /2 (sint)®
uk(a) < ——dt
Z ble) < /0 1 —cost
avec l'intégrale majorant qui est convergente puisque

(sint)®  _t*

2= pa quand t — 0T

1 —cost

Puisque la série a termes positifs Y u,(a) a ses sommes partielles majorées, elle
est convergente.

c¢) Par ce qui précede et 'application du théoréme de convergence dominée (ou
par le théoreme d’intégration terme a terme de Fubini) on peut écrire

+oo /2 /2 Gin®t
g / sin“tcos”tdt:/ Ld?f
= Jo o 1—cost

Pour a =2

w/2 in2t /2
/ Ldt:/ 1+ costdt =~ +1
o 1—cost 0 2

Pour o =3

/2 in3t /2 3
/ Ldt:/ sint(1 + cost)dt = =
0 1 —cost 0 2

43
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Exercice 100 : [énoncé]
Pour ¢t > 0, on peut écrire

. +oo
sint . nt
; = E sint.e
et —1
n=1

"t est intégrable sur ]0, +-o00| et

400 “+o00 1
|sint|e™ " dt < te " dt = —
0 0 n?

est le terme général d’une série convergente donc par le théoreme de Fubini
d’intégration terme & terme ¢ — L est intégrable sur ]0, +-o00[ et

+oo +o0 +oo
sint
/ ] dt = Z/ sint.e™™ d¢
0 e — ne170
—+oo —+oo ) 1
/ sint.e”™ dt = Im/ P L I —
0 0

+oo too
/0 €

sint 1
dt = —_

La fonction ¢ — sint.e™

avec

Finalement

Exercice 101 : [énoncé]
Notons que fol t*~le~t dt est bien définie.
Pour tout ¢ € ]0, 1],
+oo (_1)ntn+a:71

t:pfleft _ Z —

n=0

/o et = /01 an

Les fonctions f,, sont continues par morceaux, Y . f, converge simplement sur ]0, 1]
et est de somme t — t*~le™? continue par morceaux.
Les fonctions f,, sont intégrables sur ]0,1] et

/ Fa®)] dt =
10,1]

donc

1
nl(z +n)

La série ) f]o 1 | fn| converge donc on peut intégrer terme a terme

/1 gt g — *i (-1)"
0 ¢ B nl(x 4+ n)

n=0

Exercice 102 : [énoncé]

Par convergence normale de la série de fonctions sous-jacente sur [0, 27]

+00 )k 27 06
i(n+
z ) / R0 g

Or f027'r eip9 dd = 0 si D ;é 0 et f027r ei;D0 d = o7 si p= 0.
Par conséquent

I,=(-1)"2"rsin<0et [, =0sin>0

Exercice 103 :
Si |a|] < 1 alors

[énoncé]

l(n 1)t

27 nt 27
e
/ e“fadt:/ 1—qe—it
0 0

Par convergence normale de la série

21 in 400 n— .
et dt Z oi(n=(k+1))t g4 — 27ra Lsin>1
0 sinon

Si |a|] > 1 alors

/277 eint 4 — _1 /271' ﬂ df = — f 1 /27T ei(n+k)t 4 — *27‘(’&”71
0 el — ¢ a Jo 1— elt/a P ak+1 0 0

27 +00
dt = / Za ez(n (k+1))t dt

Sin <
sinon
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Exercice 104 : [énoncé] et N
a) frax— (77;;;;)2 est définie, continue sur [0, +-o00[ et f(z) Nets —2 donc / ! j_ e = [arctan :|+o<> _
x2+a 0
"F f(2) da est définie. 0
b) donc .
¢ n? - a? @1 @ x? lim Z a T
—  dx = dx — — d a 50 2 2
/0 (n2 + 22)2 z /0 2+ 22 z /0 (n2 + 22)2 z —too L= n® t+a 2
et , e) Ci-dessus :
“ x 1 x S R A | at
S P [ — +7/ —— _da . n?—2® o7
/0 (n? + x2)2 2 [ n2+x2}0 2 Jy n?+ a2 GETOO Z (n? + 22)2 x—2
donc a 2 2 donc l'intégrale
n® —x a
/ dz = +oo +0 n2 _ 2
(n2 + 22)2 n2 + a2 d
0 2 1 22
Par suite 0 =1 (n* +2%)

/Jroof(x)dx: lim af(x)dx:()
0

a—-4o00 0

La série Z Jo oo ﬁdx est convergente et de somme nulle.

¢) Pour z 6 [0,a],

n? — z? n? + a?
(n? + 22)2 na
et
o0
n? +a?
E —g <+t
n
n=1
2 . 7
donc E TQ)Q converge normalement, et donc uniformément sur [0, a]. Par
sulte

+oo

=Y
_1n2+a2

a +oo
/Z n2+x2 dx_Z/ n2+x2

d) La fonction = — 35 est décroissante et intégrable sur [0, +oo[ donc par
comparaison série-intégrale

+oo +o0 +oo
a a a
7dx<27< — _dx
/1 a2 ta? " T 2 a? Ty a?+a?

Or

too g r1te 7 1
- dx = [arctan f} = — — arctan —
1 4+ a ali 2 a

est convergente et vaut /2.

Le résultat different de celui obtenu en b). Il est donc faux ici de permuter somme

et intégrale. Document7

Exercice 105 : [énoncé]
a) Gpy1/an — 1/e < 1.
b) Posons

+o00
I, = / tre~t dt
0

Par intégration par parties, on obtient I,, = al}il

d’ou

N

+oo
ay = n/ t"e ™ dt
0

¢) On a
+oo +oo +oo
Sa=3 |
n=1 n=1"0

et la série

nt"e "t dt

+oo
Z/ ‘nt"e_"t| dt = Zan
0

converge donc on peut intégrer terme a terme et on obtient

—+o0 +00 “+o0
S, = /
n=1 0 n=1

Z nt"e "t dt
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avec
—+oo

te!
n 7nt LN —nt _

n=1

d’ou la conclusion.

Exercice 106 : [énoncé]
a) En appliquant le théoréme de convergence dominée ¢ = 1.

b) On a
1 n 1 n—1
E—In:/ Ldt:/ LAY
o L+1tn o 1+1t"

Par intégration par parties,

m2 1 [
(-1, = %fﬁ/ln(lth")dt
0

Puisque

1 1 1
/ 1n(1+t”)dt‘</ tndt =
0 0 n+1

on peut affirmer ¢ — I,, ~ h‘TQ

c¢) Pour y €10,1],

Par convergence de la série des intégrales des valeurs absolue,
/1 In(l+y) *f (—1)k
0 v 2 T 1P

B ==L o, e
Sans peine, Y (iti)? = 13 sachant Yom =
k=0 n=1

d) Par changement de variable (C! difféomorphisme),

1 1
1 In(1
/ln<1+t")dt=—/ Il +9) g,
0 0

n Yy n

Par convergence dominée (domination par sa limite simple),

Hn(1 Mn(1 2
/ n( +y)dy_>/ n(lty) g, ™
0 0

Y y 12

Ainsi,

puis

Exercice 107 : [énoncé]
a) fn est définie et continue par morceaux sur R™, se prolonge par continuité en
0 et vérifie t2f,,(t) —— 0.

t——+o0

b) On définit les termes de la suite

u:=n->int (exp(-t)/t~ (n+1)*(exp(t) -sum(t"p/p!,p=0..n)),t=0..infinity) ;

On évalue les 10 premiers termes

seq(u(k),k=1..10);

Pour conjecturer une expression, on peut utiliser 'instruction

ifactor

. Cela permet d’entrapercevoir des factoriels.
Le calcul suivant

seq(u(k)*k! ,k=1..10);

permet de conjecturer u, = 1/(n.n!).
+oo tPe—t oo tPe—t . . 5s 4 .
c¢) En partant de f,(t) = E_H S = Eo Grng en justifiant Iintégration
p=n p=
terme & terme par convergence de la série des intégrales des valeurs absolues, on

. !
obtient u, = Y m.
p=0

+oo
. — (nt+p+1)p! (ptDp! _ 1 5 téles
On a alors nu, = Zo Gript T ~ TngpiDi = w1 apres télescopage.
p:



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] dD édité le 7 mars 2011

Corrections 47

Exercice 108 : [énoncé]
a) f est définie sur R par absolue convergence.

b) Les fonctions sommées sont de classe C!. Par convergence normale sur tout

segment de la série des dérivées, f est de classe C'.
¢) On calcule l'intégrale

int(1/(1+t74),t=0..infinity);

On obtient f+oo di %

1+t
+{n du +too  du
d) Par comparaison avec une intégrale A < fO)< ) wra
Or par changement de variable affine fo ﬁiituz; = V2T of
+oo _ f+00 ds V2«
1 t4+u4 - 1+s% 43
Ainsi ~ f”.
i )Hm
n
kodk - 1_(_1)n+1t4n+1
e) > (1) = =
k=0
(—1)* 1 gan+1
En intégrant, Z AT fo i+ (D)™ fy T dt
1 gantt 4n+1
Or |[, Tz dt t dt = +2 — 0 ce qui permet de conclure.

Exercice 109 : [énoncé]
a) Par décomposition en éléments simples
1 3 2
Bn+1)(2n+1) 3n+1 2n+1

En écrivant

N 1 N 1 1 N+1)
(-1)n / / dt N/ tal
= —rdt= | —— (-1 dt

;an+1 0 nZ:O( ) 0 1+t6 ( ) 0 1+ta

avec
1 ja(N+1) 1
0</ 76dt</ t*WNHD gt — 0

on obtient

*f (—1)" _/1 dt
n:Oan+1_ 0o 1+t

1
de T
5—3/0 6 2

b) Reste a calculer 'intégrale par

On en déduit

int(1/(1+t73),t=0..1);

Exercice 110 : [énoncé]

a) Pour a > 1 ou a < 1, les variations de x — 1 — (1 — a)z montrent que 0 n’est
pas valeur prise pour z € [0, 1].

b) On définit I'intégrale

J:=n->int (x"n*(1-x) "n/(1-(1-a)*x) ~(n+1) ,x=0..1);

On calcule les valeurs demandées

a:=1/5;seq(J(n,a),n=1..10);

etc.

On peut conjecturer I,,(a) € Q + Qlna (fortement inspiré par la derniére
question).
¢) En dérivant & Pordre n la relation

1 =

_ 1 — )PP
1—(1—-a)x Z( a)’e
p=0

on obtient .

1 X n+ p)

= 1—a)Pa?
— _ n+1 (
- (-aw) ,,ZZO ( p

Posons

ﬁ4@<n+p>(1ayqu1xw
p

de sorte que (1(1(1% = Z fp(@).

On a [( }
B n+p)!
[ i ar = - ap LD

Pour étudier la convergence de la série de terme général fo |fp| on peut étudier la
limite du facteur de |1 — a|”
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limit (((n+p) !)~2/p!/(2*n+p+1) ! ,p=infinity);

Ainsi [ |fo| = o (|1 — af?) done ¥ [ |f,| converge.
On peut permuter somme et intégrale ce qui donne

+oo

In<a>=pz([§m;+1 ZR )1 = ay

avec R, introduit dans la question qui suit.
d) deg R,, < 0 donc

A
X +ntk+1

avec

_ (— ) (n + k)!

On peut alors écrire

k=0 p=0
Or on sait
+oo »
—=—In(1-1%)
p=0 p

pour t € |—1,1].
Par décalage d’indice et en exploitant a € @, on obtient

In(a) €Q+Qlna

Exercice 111 : [énoncé]

a) Par intégration par parties on obtient une relation de récurrence qui conduit &

1 n m _ n!lm!
Jo2"(Q—z)"de = (erEsyE
En posant u,, le terme général de la série étudiée, on observe

assure la convergence de la série.
+oo 1
J— n
b)Sfl— Zfox (1
n=1
zdx s

valeurs absolues, on peut permuter et obtenir S_; = fol T=2(i=2) = 343"

Untl % ce qui

x)"~!dz. Par convergence de la série des intégrales des

2n 42 2n
Puisque ( ) = 4”_:12 ( ), on observe
n+1 " n
4 2 1 1
—_— - = *).
2n+2\ " (2n+2 oy
n+1 n+1 n
En sommant pour n allant de 1 & +00, on obtient 4 (SO — 7) -2 (S_1 - l) =50
14+2S_1
—5

puis Sy =
¢) On multiplie la relation (x) par (n + 1)? et on développe le (n + 1)? du second
membre et en sommant comme ci-dessus, on saura exprimer 35, en fonction des
Sq avec ¢ < p.

Exercice 112 : [énoncé]
a) Par la régle de d’Alembert la série converge pour tout (s, \) € R** x C.
Ay :]0;400].

b) Fa(s) = X 1++§°joL Or
A s = (s+1)...(s+n) |-

donc F)(s) P 0.

)\’VL
(s+1D).(s+n) | = nl>
fonctions continues s +—» (SH))‘W

“+oo AT +oo An e>‘
b Zl (s+D)..-(sFn) = et done Fy(s) <

n=

s=0 =0 " s—0+

+oo +oo
A" R MR
L+ Z (s41)...(s+n) < Z nl el |
n=1 n=0

il y a converge normale sur RT de la série des

c¢) Puisque

Ceci permet d’affirmer

d) Par intégrations par parties successives : fo (1 -y~ lyndy = W'(Hn)
e) Fia(s) = fo —y)*~ty"™ dy. Par convergence de la série des intégrales

des valeurs absolues on peut échanger somme et intégrale :
Fi(s f eM (1 —y)*~tdy.

Exercice 113 : [énoncé]
Pour ¢ €]0,1[, on peut écrire

—+o0

Int
- nt2 =3 "t
n=0

1
-1
" Intdt = ——————
/o ! (2n + 1)2

48
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Sachant que la série des intégrales des valeurs absolues converge, le théoreme
d’intégration terme a terme de Fubini donne

1 +oo
Int . 1 32
/0 —pdt= Z(2n+1)2_ 4

n=0

avec en substance la convergence de I'intégrale étudiée.

Exercice 114 : [énoncé]
/. D
La série ap;—! est convergente car

tP 174
Wil S l[(an)ll o o
De plus sa somme est continue car on peut aisément établir la convergence

normale sur tout segment.
Enfin

+oo P .
> | S [(an)ll €

p=n

permet d’assurer ’existence de 'intégrale étudiée.
Posons

La série de fonction Y f, convergence simplement.
—+oo

Les fonctions f, et Y f, sont continues par morceaux.
p=n

Les fonctions f, sont intégrables sur [0, +00] et

e |ay| 1
A |fp(t>| dt = 2p+1 =0 <2p+1)

est terme générale d’une série convergente.
Par le théoreme d’intégration terme a terme de Fubini, on obtient

e 2t = v = ap
e () a=X g

p=n p=n

Enfin, cette expression tend vers 0 en tant que reste d’une série convergente.

Exercice 115 : [énoncé]

(-1)"n!

+oo n
th=3" (—1)"%. Par intégration par parties fol (tInt)*dt = T

n=0
Par convergence de la série des intégrales des valeurs absolues assure la

convergence de 'intégrale du second membre et permet d’échanger somme et

+oo
intégrale pour obtenir fol t~tde = > m qui permet de conclure.
n=0

Exercice 116 : [énoncé]
On sait que la fonction ¢ est continue.

—+00
L @) = Dde = ;77 5 5 deavee [;7 i = 51

2 2 2 n® n2lnn’
n—
La convergence de la série des intégrales des valeurs absolues assure la
convergence de l'intégrale du premier membre et permet de permuter intégrale et

+oo
somme. On obtient alors f;oo C(z)—1)de =

n=2

n2lnn"

Exercice 117 : [énoncé]
a) On calcule I'intégrale

int (t"n*(1-t) "m,t=0..1);

On convertit le résultat sous forme de nombres factoriels
convert (%,factorial);

b) On calcule 'intégrale

int (x74*(1-x) "4/ (1+x72) ,x=0..1);

Pour z € [0,1], on a

On en déduit

1

1 1
7/ t1l—2)tde < = — 7 g/ 21— 2z)*dx
2 Jo 0

ce qui fournit, apres calcul, ’encadrement proposé.
¢) La division euclidienne de z*(1 — x)* par 1 + 22 permet d’écrire

24 (1 —2)* = A(x)(1 + 2%) + R(x) avec deg R < 1



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] dD édité le 7 mars 2011 Corrections
En évaluant en = 4, on obtient R(7) = —4 et donc R(x) = —4 car R est un puis
polyndéme réel. too (—1)k (—1)n+1 1 x4(n+1)(1 _ x)4(n+1)
Par suite Z 4k Ly = 4n / 1+ 22 dz
(1 —2)? 1= A )1—1—332 k=n+1 0
_— = Az
4 4 Le réel A cherché est (—1)"+1/4m,

puis la relation proposée.
D’une part

1
4
/ ——dz =7
0o 1+a2
D’autre part

1 1 +0°
A 1+ r‘*(l z)4 A Z 4k

relation obtenue en utilisant le développement en série entiere

—+o00 4 4
1 1-—
= g (=1)™u™ pour u = rizr (L—=2)
u
n=0

24 (1 - z)% dx

4

e) On calcule A(x)
quo (x~4x*(1-x)"4,1+x72,%) ;

On obtient
A(x) = 2% — 425 + 52 — 42? + 4

On définit les intégrales Ly

L:=k->int ((X"6-4*x"5+5%x"4-4*x"2+4) *x~ (4xk) * (1-x) ~ (4*k) ,x=0..1);
On calcule Lg et L

L(0);L(1);

On obtient respectivement 22/7 et 76/15015.
Par suite

1 [t 401 _ .04 1 1 /!
Puisque ce développement en série entiere converge normalement sur tout segment inclus daimls, ]—131,&{ eétgmy{sqn%(ﬂ) < z@%ﬁ% — ZLl + 1 / 281 — )% dx
0

il y a convergence uniforme de la série dans I’expression intégrale précédente. Ceci
permet d’intégrer terme a terme cette somme de fonctions continues et d’obtenir

1 “+o0 k
A -1
/ “(i) )4 de = ( k) Ly,
o 1+ u 4

d) En découpant la somme infinie en une somme partielle et son reste

n _1k +oo
”:Z(M) L+ Z

k=0 k=n+1
Or
—+oo ( 1 k: “+oo
E 4k(1 o I)4k dz
k=n-+1 k=n-+1

Par le méme argument que celui qui précede, on peut intégrer terme a terme et
ainsi

:L,)4(n+1) dx

“+00 n 1
Z (*UkLk _ (= / A4($) D) (]
W 4k Yn+1 0o 1+ T (1 )

0
ce qui fournit I’encadrement

38491543 S 38491550
12252240 7S 12252240

Exercice 118 : [énoncé]

a) La suite (u,)n>0 est positive et décroissante.

Par convergence dominée, u,, — 0.

b) Par 'absurde, si > u, converge alors, par le théoréme d’intégration terme &

terme de Fubini on a
+o00o /2 1
S [
o 0 1 —cos (5 sin z)

avec convergence de 'intégrale.
Or, quand = — 0T

1 —cos (gsinx) T
et donc l'intégrale diverge.
On en déduit que la série Y u, diverge.
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Exercice 119 : [énoncé]
Par sommation géométrique

Vt>0

Z te~ (a+nb)t

Posons f,, : R™ — R définie par

Fult) = o=t

Les fonctions f,, sont continues par morceaux, la série de fonctions Y f,, converge

simplement sur |0, +oo| et sa somme est continue par morceaux puisque c’est la
b)

fonction
te—at

1—e 0

Les fonctions f, sont intégrables sur |0, +o0o[ et par intégration par parties

+oo 1 1
/[o,+oo[ [l :/o In=armp =© (n)

Puisque la série Y [|f,| converge, on peut appliquer le théoréme d’intégration
terme & terme de Fubini et on obtient

/+oo tefat Z
——dt = / fn
o l—e? [0,4+00] =0

t—

Z/o ool f"n: +1bn)

Exercice 120 : [énoncé]
Pour z € [0, 27], on peut écrire

+00 4n n
Qcosz 2™ cos™ x
¢ - Z |
n!
n=0

Posons —
cos" x
fnixz€l0,2n] » ———
n!
Les fonctions f,, sont continues et la série de fonctions Y f,, converge

normalement sur [0, 27| puisque

2m 1
Il < 2 =0 ()

On peut donc intégrer terme a terme pour obtenir

27 +oo on 27
/ €28 dg = g / (cosx)
0 n=

Par intégration par parties (cf. intégrale de Wallis)

27 -1 2
/ (cosz)"dx = o / (cosz)" 2 dx
0 0

n
Sachant
2m 2m
/ (cosz)?da = 27 et / (cosz)tdz =0
0 0
on obtient
2 27
2p)!
/ (cosz)?P do = 277& et / (cos )T dxr =0
0 227 (pl)2 0
et donc

2 +oo 2 “+o0
220 (2p)! 2
2cosx
e dz = E — 7 O = E
/0 (2p)! 2°0(p!)? (p!)?

p=0 p=0
Exercice 121 : [énoncé]
2
Onau, > v, = Oﬂ/ ~tcos2m tdt.

Si la série numérique > u,, converge alors, par comparaison de série & termes

positifs, la série > v,, converge aussi. Par le théoréme d’intégration terme & terme

de Fubini, il y a alors intégrabilité sur |0, /2] de la fonction

too —t —t
Z -t 2n, __ © _ ¢
e "cos?t = 5 = 3
1—cos?t sin“t
n=0
Or quand ¢t — 0%
ot
sin?t  t2

qui n’est pas intégrable sur 0, 7/2].
C’est absurde, on en conclut que la série Y u,, diverge.
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Exercice 122 :
On a

[énoncé]

+oo
1)ntna _ Z fn(t)

n=0

1 =3
N
n=0

avec fn(t) = (—1)"t"* sur |0, 1[.

! 1
| isora= —

et > ﬁ diverge, le théoreme de Fubini d’intégration terme a terme de Fubini
ne s’applique pas.

De plus la série de fonctions ne converge par uniformément sur [0, 1] car elle ne
converge pas simplement en 1. ..

Transitons alors par les sommes partielles et le théoreme de convergence dominée.

Posons
n 1— (_1)n+1t(n+1)a

. kika __
Spit Y (—1)kthe = wT
k=0

Les fonctions S,, sont continues par morceaux et la suite (5,) converge
simplement sur [0, 1] vers la fonction

1
S:t—
14t
elle-méme continue par morceaux.
De plus
2
Sult)] < 15 = 90

avec ¢ intégrable sur [0, 1].
Par le théoreme de convergence dominée, on obtient

Or

donc

Z (—=1)" _/1 dt
n:ona+1 o 1+t

avec, en substance, la convergence de la série introduite.

Exercice 123 : [énoncé]
Notons que U'intégrale étudiée est bien définie.
Pour tout z €0, 1],

a—1 +oo

=21
n=0
Le théoreme d’intégration terme a terme ne pourra pas s’appliquer car ici
Z/ | frl = Z 1 diverge
10,11 n+a

Nous allons alors intégrer terme a terme en exploitant les sommes partielles.
Posons

nl,n—&-(x—l

1+

ko k+a—1 _ 1- (‘U"Hﬂfn_H

n:xHZ(—l) x
k=0

Les fonctions (S,,) sont continue par morceaux et converge simplement sur ]0, 1]
vers la fonction

a—1

1+

a—1
S:x—
1+
elle-méme continue par morceaux.
De plus
27271
Su(@)] < 35— = (@)

avec ¢ fonction intégrable sur |0, 1].
Par le théoréme de convergence dominée, on obtient

/ ()

! _ - ! a—1 _ - (_1)k
/0 Sn(x)dx—Z/ (—1)kaht dx_ZkJra

k=070 k=0

Or

et on peut donc conclure

—1)" 1 _a—1
(=1) :/ x dz
+ a o 1+

avec en substance la convergence de la série introduite.

—+oo
n=0 n
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Exercice 124 : [énoncé]
a) Pour t € 0, 1], on peut écrire

ta_l too

_ +nb—1
=5 e
1+t =
Posons
n B B 1— (71)n+1t(n+1)b
Lot -1 k:ta+k:b 1 _ e 1
Snite 3L () 1+

k=0

Les fonctions S, sont continues par morceaux et la suite (S,,) converge
simplement sur ]0, 1 vers la fonction

tafl
St ——
141t
elle-méme continue par morceaux.
De plus
2ta71
Su()] < 775 = #(0)

avec ¢ intégrable sur ]0, 1.
Par convergence dominée, on obtient

1 1 ta—l
/OSn(t)dt—>/0 L

avec convergence de I'intégrale introduite.
Or

1 n 1 n k
— _1)kpatkb—1 _ (=1
/OSn(t)dth_o/O( 1kt ,;)cwkb

donc

avec convergence de la série introduite..

b) Apres calculs
+oo 1
1" dt 1
SRRy U WP
= dn+1 o 141 3 3v3

Exercice 125 : [énoncé]
Soit f,, : [0, +00[ = R la fonction définie par

(_1)7171
fo(t) = =5
ne+1
On observe || f,||,, = 1/n? et donc la série des fonctions f,, converge normalement,
donc uniformément sur [0, +o00[. Puisque chaque f,, est continue, on peut affirmer
que la fonction

too (_1)n—1

S:it— —
nz::l n? +t2

est définie et continue sur [0, +oo].
Les fonctions f, sont intégrables sur RT et

+oo o [T dt T
w(t)] dt = = _— = —
/0 D) 2/0 .

Puisque la série Y [|f,| diverge, on ne peut intégrer terme & terme par le
théoreme de Fubini.

Raisonnons alors par les sommes partielles en exploitant le théoreme de
convergence dominée.

Posons

" (k!
Spit— Z 2
k=1

Les fonctions S,, sont continues par morceaux sur [0, +oo[ et converge simplement
vers la fonction S elle-méme continue par morceaux.

De plus, le critére spécial des séries alternées s’appliquant, on a

avec ¢ intégrable sur [0, +o0].
Par le théoreme de convergence dominée, on obtient

+o0 +oo +00 (_1)n—1
/0 Sn(t)dt—>/0 Zmdt

n=1

Or
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donc

400 n— +o0 n—
I (_1) 1 _ /+<>o (_1) 1 &
2 . n 0

avec convergence de la série introduite.
Exercice 126 : [énoncé]

Posons
fn iz (=1)"e7 4"

avec convergence de I'intégrale introduite.

0
g +o0 n +00 n (—l)k
/ Sp(z)dx = Z/ (—1)ke~ e dg = Z
0 k=00 k=0 @k
donc N N
o —1)" +o0 T
Z ( p ) :/ Z (_l)nefanm dx
n 0

n=0 n=0

avec en substance convergence de la série.

Les fonctions f,, sont continues et en vertu du critére spécial des séries alternées,
on peut affirmer que la série Y f,, converge simplement sur |0, +oo|[. De plus, par

le critere spécial des séries alternées, on a

+oo

Z (_1)ke—akz

k=n+1

| Ry ()] =

—a 1T
< e n+

ce qui permet d’établir que la série Y f,, converge uniformément sur tout segment

de ]0, +00[. On en déduit que la fonction
“+o0

S:x— Z (=1)"e™
n=0

est définie et continue sur 0, +oo.

Pour intégrer terme a terme, exploiter les sommes partielles et le théoréme de

convergence dominée. Posons
n
Sp i x> g (—1)ke-ar®
k=0

Les fonctions S,, sont continues par morceaux et la suite (S,) converge
simplement vers S elle-méme continue par morceaux.
En vertu du critere spécial des séries alternées, on a

0 < Sp(z) <e %% = p(x)

avec ¢ intégrable.
Par convergence dominée, on obtient

/0+Oo Sp(z)de — /0+<><> S(z)dx
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FIGURE 1 — Quelques éléments de la suite (P,)



